
2 Ëåêöèÿ 2.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð 13 Ôåâðàëÿ 2020.

2.1 Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì, êîòîðîå áóäåò ñíîâà è ñíîâà ïîÿâëÿòüñÿ â íàøèõ ëåêöèÿõ, ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðèÿ. Ñåãîäíÿ ÿ íàïîìíþ îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
îïèñàíèÿ ñèììåòðèé.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå). Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðóþ ñîâîêóïíîñòü îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé

g :M
g−→M

c òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì e. Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòíîå ê g îáîçíà÷àåòñÿ g−1.

Çàäà÷à2.1.Äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå g âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé g1, g2 ∈ G êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíå-

íèå
g1 ◦ g2(f) = g1(g2(f)).

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíà:

(g1 ◦ g2) ◦ g3 = g1 ◦ (g2 ◦ g3)

Çàäà÷à2.2.Äîêàçàòü.
Îáðàòíûé ýëåìåíò: g−1 ◦ g = e.
Çàäà÷à2.3.Äîêàçàòü, ÷òî g ◦ g−1 = e, e ◦ g = g ◦ e = g.
Îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîé ãðóïïû: Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g îáðàçóåò ãðóïïó G ñ ïðî-

èçâåäåíèåì ◦, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ◦, g1 ◦ g2 ∈ G
∀g1,2 ∈ G, è óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ãðóïïû.

Çàäà÷à2.4.Ñôîðìóëèðîâàòü àêñèîìû ãðóïïû.
Ãðóïïû áûâàþò àáåëåâû (êîììóòàòèâíûå): f ◦ g = g ◦ f ∀f, g ∈ G è íåàáåëåâû.

2.2 Èíâàðèàíòû è îðáèòû

Ïóñòü ãðóïïàG äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâåM . Ôóíêöèÿ I(m),m ∈M íàM (ñî çíà÷åíèÿìè
ãäå óãîäíî) íàçûâàåòñÿ (G−) èíâàðèàíòíîé, åñëè

I(g(m)) = I(m) , ∀g ∈ G , m ∈M. (2.1)

Ïîäìíîæåñòâî M0 ⊂M íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè G(M0) ⊂M0.
Çàäà÷à2.5. 2.5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè íà M ïî ïðàâèëó
g(m) ∼ m, ∀g ∈ G. (2.2)
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Îïðåäåëåíèå: êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò îðáèòû ãðóïïû G â M .
Çàäà÷à2.6.Äàòü îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè.
Ïðèìåðîì ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî G ìîæåò ñëóæèòü ñàìà ãðóïïà

G. Ïðè ýòîì äåéñòâèåG íà ñåáå ìîæåò áûòü çàäàíî òðåìÿ íåýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:
Ëåâîå äåéñòâèå g(f) := g ◦ f

Ïðàâîå äåéñòâèå g(f) := f ◦ g−1.

Ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå g(f) := g ◦ f ◦ g−1.

Çàäà÷à2.7.Óáåäèòñÿ, ÷òî âñå òðè îïåðàöèè çàäàþò äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ñîãëà-
ñîâàííîå ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè â ãðóïïå â òîì ñìûñëå, ÷òî

g1(g2(f)) = (g1 ◦ g2)(f) .

.
Çàäà÷à2.8.Óáåäèòñÿ, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ëåâîìó è ïðàâîìó äåéñòâèþ G íå ñîäåð-

æèò èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ êðîìå âñåé G.
Ïî îòíîøåíèþ ê ïðèñîåäèíåííîìó äåéñòâèþ ãðóïïà ìîæåò ñîäåðæàòü èíâàðèàíò-

íûå ïîäìíîæåñòâà M ⊂ G. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, îíè ìîãóò íå îáðàçîâûâàòü ïîäãðóïï G. Òðèâèàëüíûé êëàññ
E îáðàçîâàí åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e.

Îïðåäåëåíèå: Ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ G : H ̸= G,E íàçû-
âàåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì G.

Îïðåäåëåíèå: Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ (ò.å.,
îòëè÷íûõ îò e è G) íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé. Íàçâàíèå ïðîñòàÿ äàíî ïî àíàëîãèè ñ
ïðîñòûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå íè íà ÷òî íå äåëÿòñÿ êðîìå ñåáÿ è åäèíèöû.

Ïðîñòûå ãðóïïû îáðàçóþò âàæíûé êëàññ, äîïóñêàþùèé ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ
â êîíå÷íîì è êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (Êàðòàí). Êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ãðóïïû
ñîäåðæàò ÷åòûðå ñåðèè An, Bn, Cn, Dn (n = 1, 2, . . .) è ïÿòü èñêëþ÷èòåëüíûõ G2, F4,
E6, E7 è E8. ×òî ñêðûâàåòñÿ çà ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè ìû áóäåì ïîñòåïåííî âûÿñíÿòü.

Ïóñòü H - íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà G. Î÷åâèäíî G èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâîãî
äåéñòâèÿ H : h(g) = h◦ g. Ìíîæåñòâî îðáèò H â G - ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ñìåæíîñòè
(ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, êîñåò) G/H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû H ⊂ G, G/H íå
îáëàäàåò ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé. Íî åñëè H íîðìàëüíûé äåëèòåëü, G/H íàäåëÿåòñÿ
ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé.

Çàäà÷à2.9.Äîêàçàòü.

2.3 Ïðèìåðû

• Ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè N èç 1: öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ZN

• Öåëûå ÷èñëà ïî ñëîæåíèþ: Z.
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• Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê N ýëåìåíòîâ: ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà SN .

• Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà QN ïî ñëîæåíèþ.

• Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ïî ñëîæåíèþ: RN .

• Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö n× n: GLn

Aji , i; j = 1 , . . . , n , detAji ̸= 0.

• Ãðóïïà ìàòðèö n× n ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì: SLn

Çàäà÷à2.10.Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö?
Ãðóïïû áûâàþò êîíå÷íûå (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ) è

áåñêîíå÷íûå (ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ)
Çàäà÷à2.11.Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï êîíå÷íû è áåñêîíå÷íû?
×èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ åå ïîðÿäêîì |G| (ord(G)). Â ñëó÷àå áåñêî-

íå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ èõ ìîùíîñòü êàê ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à2.12.Êàêîâû ïîðÿäêè ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï?
Ñðåäè áåñêîíå÷íûõ (êîíòèíóàëüíûõ) ãðóïï âûäåëåííóþ ðîëü èãðàþò íåïðåðûâíûå

ãðóïïû è èõ íàèáîëåå âàæíûé ïîäêëàññ ãðóïï Ëè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ðàçìåð-
íîñòè ãðóïïû êàê î ÷èñëå íåïðåðûâíûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàäàòü äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà ãðóïïû.

Çàäà÷à2.13.Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï íåïðåðûâíû?
Çàäà÷à2.14.Êàêîâû ðàçìåðíîñòè R , GLn , SLn?

3. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

Çàäà÷à2.15.Äàòü îïðåäåëåíèå ïîëÿ è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Áàçèñ: {ei ∈ V }

∀x ∈ V : x =
∑
i

xiei , xi ∈ K = R , C , x = 0 → xi = 0

Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà:
∑

i x
iei ≡ xiei

Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V ýòî ïîäìíîæåñòâî V , êîòîðîå ñàìî èìååò ñòðóêòóðó ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî V/W ýòî ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè

v ∼ v + w ∀w ∈ W (2.3)

Çàäà÷à2.16.Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíî çàäàåò îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à2.17.Äîêàçàòü, ÷òî V/W îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Àëãåáðà A ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ

∀a , b ∈ A ab ∈ A

òàêîé, ÷òî

(λa+ µb)c = λac+ µbc , c(λa+ µb) = λca+ µcb , λ, µ ∈ K. (2.4)

Àëãåáðû áûâàþò

• Àññîöèàòèâíûå è íåò

• Êîììóòàòèâíûå ab = ba è íåêîììóòàòèâíûå

• Óíèòàëüíûå (ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e) è íåò.

e ∈ A : ea = ae = a , ∀a ∈ A (2.5)

• Êîìïëåêñíûå ìàòðèöû n×n îáðàçóþò àëãåáðó Matn(C) ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðè÷-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Çàäà÷à2.18.Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â àëãåáðå ìàò-
ðèö?

Çàäà÷à2.19.Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò àëãåáðà Matn(C)?
Åùå ïðèìåð: àëãåáðà ôóíêöèé f(x). Êàêèå ôóíêöèè íàäî óòî÷íÿòü. Íàïðèìåð, ïî-

ëèíîìû èëè êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè.
Çàäà÷à2.20.Äîêàçàòü äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ, ÷òî îíè îáðàçóþò àëãåáðû.
Ïîäàëãåáðà B ⊂ A: ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.
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Ëåêöèÿ 3.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð, 20 Ôåâðàëÿ 2020

3.4 Àëãåáðà - ïðîäîëæåíèå

Ïîíÿòèå ãðóïïîâîé àëãåáðû. Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ãðóïïà. A(G) - ãðóïïîâàÿ àëãåáðà,
êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà∑

i

λigi , λi ∈ K , gi ∈ G. (3.1)

Çäåñü gi ïåðå÷èñëÿþò âñå ýëåìåíòû G, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïðî-
èçâåäåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ gi â A(G) çàäàåòñÿ ãðóïïîâûì çàêîíîì êîìïîçèöèè

gi ◦ gj = fkij gk , (3.2)

ãäå fkij óäîáíî ñ÷èòàòü ðàâíûì åäèíèöå, åñëè gk = gi ◦ gj è íóëåì â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Çàäà÷à3.1.Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ãðóïïîâàÿ àëãåáðà?
Çàäà÷à3.2.Â ÷åì îòëè÷èå ïîíÿòèé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû è ãðóïïû? ×åì îòëè÷à-

åòñÿ àëãåáðà ìàòðèö Matn(C) îò ãðóïïû ìàòðèö GLn(C)?
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî I ∈ A íàçûâàåòñÿ ëåâûì èäåàëîì A åñëè

ai ∈ I ∀i ∈ I , a ∈ A (3.3)

Ïðàâûé èäåàë îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâîìó óìíîæåíèþ íà
a ∈ A.

Èäåàë I íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ëåâûì è ïðàâûì.
Ïîíÿòèå äâóñòîðîííåãî èäåàëà â àëãåáðå àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû
â ãðóïïå. Ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî A/I îáðàçóåò àëãåáðó.

Çàäà÷à3.3.Äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå: Äëÿ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ïîíÿòèÿ ëåâîãî, ïðàâîãî è äâóñòîðîííåãî

èäåàëîâ ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð àëãåáðû A áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îäíîé ïå-

ðåìåííîé f(x). Ðàññìîòðèì èäåàë (êàêîé?) In, îáðàçîâàííûé ôóíêöèÿìè âèäà f(x) =
xnf(x).

Çàäà÷à3.4.Äîêàçàòü, ÷òî In îáðàçóåò èäåàë.
Çàäà÷à3.5.×òî çà àëãåáðà A/In? Äîïóñêàåò ëè èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ãðóïïî-

âîé àëãåáðû?

3.5 Ìíîãîîáðàçèÿ è èõ ðàçìåðíîñòü

Rn - n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (x1 , x2 , . . . , xn) , xi c i = 1 , . . . , n íàçûâàþòñÿ
êîîðäèíàòàìè Rn. Ïî îïðåäåëåíèþ, dimRn = n. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî
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(ò.å., â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè) óñòðîåíî òàê æå êàê Rn. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî
Rn, âûäåëÿåìîå p óðàâíåíèÿìè

x1 = 0 , . . . , xp = 0. (3.4)

Î÷åâèäíî, ýòî Rn−p , à åãî ðàçìåðíîñòü åñòü n− p. Ýòîò ôàêò îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî
îáùèì: åñëè êîîðäèíàòû ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n îãðàíè÷èòü p óðàâíåíèÿìè, îá-
ëàäàþùèìè îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè è íåâûðîæäåííîñòè (íàïðèìåð, íå
íàäî íàêëàäûâàòü îäíî è òî æå óðàâíåíèå äâàæäû), òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè n−p. Îêàçûâàåòñÿ, ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü âëîæåíî â Rm äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì

n+1∑
i=1

(xi)2 = R2 (3.5)

â Rn+1. Ïî îïðåäåëåíèþ, Sn èìååò ðàçìåðíîñòü n. Â îáùåì ñëó÷àå, óñëîâèå, ÷òî ñèñòåìà
p óðàâíåíèé â Rn

fα(x) = 0 α = 1, 2, . . . , p , p ≤ n (3.6)

îïèñûâàåò ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n− p, åñòü

rank
∣∣∣∂fα(x)
∂xα

∣∣∣ = p ∀x ∈M . (3.7)

Çàìå÷àíèå: óðàâíåíèå ñôåðû íóëåâîãî ðàäèóñà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåâûðîæäåí-
íîñòè, îïèñûâàÿ îäíó òî÷êó xi = 0. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
äàåòñÿ â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ìàòåðèàë, ýòîé è ïðåäûäóùåé ëåêöèé,
ñîäåðæèò íàáîð ïîíÿòèé, òåðìèíîâ è ôàêòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ñèììåòðèé
ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòè ëåêöèè â äàëüíåéøåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ñïðàâî÷íèê.

3.6 Íåðåëÿòèâèñòñêèå ñèììåòðèè

Íà÷íåì ñî øêîëüíîé ôèçèêè. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà èìååò âèä.

mẍi(t) = F i(x(t)) (3.8)

ãäå xi(t) - êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ìàññû m â ìîìåíò âðåìåíè t. Êàê îáû÷íî, òî÷êà îáî-
çíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè

ȧ :=
∂a

∂t
, (3.9)

F (x) - ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó â òî÷êå x. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ íóëåâîé âíåøíåé
ñèëû

mẍi(t) = 0 . (3.10)
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Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò âèä

xi(t) = xi0 + vit , (3.11)

âûðàæàþùèé ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà: ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è
ðàâíîìåðíî.

Êàêîâû ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ñ F i = 0? Ýêâèâàëåíòíî, êàêèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïåðåâîäÿò ðåøåíèå â ðåøåíèå?

Ñäâèãè ïðîñòðàíñòâà íà ïîñòîÿííûé âåêòîð ai :

xi(t) → xi0(t) = xi(t) + ai , ȧi = 0 (3.12)

Íà ðåøåíèÿõ
xi0 → xi0 + ai (3.13)

Ñäâèãè âðåìåíè

t→ t+ T , x(t) → x(t+ T ) , xi0 → xi0 + Tvi (3.14)

Õîòÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîõîæè ïî ôîðìå íà ñäâèãè ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷èå â òîì, ÷òî
âåëè÷èíà ñäâèãà çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ò.å. ðàçëè÷íà äëÿ ðàçíûõ ÷àñòèö.

Ïåðåõîä ê äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u

xi(t) → xi(t) + uit (3.15)

Î÷åâèäíî, íà ðåøåíèÿõ (3.11) ýòî äàåò íåðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

vi → vi + ui (3.16)

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäÿò â ãðóïïó Ãàëèëåÿ.
Çàäà÷à3.6.Ïðîâåðèòü, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ãðóïïó.
À ÷òî åùå ìû íå ðàññìîòðåëè? Î÷åâèäíî, óðàâíåíèÿ (3.10) ïåðåõîäÿò â ñåáÿ ïðè

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
xi(t) → Ajixj(t) (3.17)

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

Aji , detAji ̸= 0.

Çàäà÷à3.7.Êàêóþ ãðóïïó îáðàçóþò ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ?
Ïóñòü G - ãðóïïà âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Çàäà÷à3.8.Ñîäåðæèò ëè G íåòðèâèàëüíûå íîðìàëüíûå äåëèòåëè? Åñëè äà, òî êà-

êèå? ×òî áóäåò ìèíèìàëüíîé ôàêòîð-ãðóïïîé G/N?
Ñîâîêóïíîñòü ñèììåòðèé óðàâíåíèé ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿG âûõîäèò çà ðàìêè ãðóï-

ïû Ãàëèëåÿ.
Çàäà÷à3.9.Â ÷åì îòëè÷èå?
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Íàïðèìåð G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ðàñòÿæåíèé ñ Aij = aδij , ãäå a ̸= 0, à δij êàê îáû÷íî
îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Î÷åâèäíî, ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

xi(t) → axi(t) . (3.18)

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ äèëàòàöèÿìè. Îíè âõîäÿò â ãðóïïó êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ è ïðè èçó÷åíèè ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ãðóïïà ñèììåòðèé ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé ÷àñòèöû åùå áîëüøå.
Íàïðèìåð, â íåå âõîäÿò ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè.

Çàäà÷à3.10.Îïðåäåëèòü èõ äåéñòâèå.
Â ãðóïïó Ãàëèëåÿ âõîäèò ëèøü ïîäãðóïïà òðåõìåðíûõ âðàùåíèé è îòðàæåíèéO(3) ⊂

GL(3). ×òîáû â ýòîì ðàçîáðàòüñÿ, íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì áîëåå ðåàëè-
ñòè÷åñêóþ ñèòóàöèþ ñî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè.

Çàäà÷à3.11.Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Ãàëèëåÿ.
Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò îáùåå ÿâëåíèå: ñèììåòðèè ñâîáîäíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî íèæå, ÷åì ñèììåòðèè ñèñòåì ñî âçàèìîäåéñòâèåì (ñèëàìè). Â
ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ãðóïïà GL(3) ðåäóöèðóåòñÿ äî ñâîåé ïîäãðóïïû O(3).

Çàäà÷à3.12.×åìó ðàâåí àíàëîã ãðóïïû GL(3) äëÿ N ñâîáîäíûõ (íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ) ÷àñòèö?
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4 Ëåêöèÿ 4 êóðñ, 2 ñåìåñòð, 27 Ôåâðàëÿ 2020

4.1 Íåðåëÿòèâèñòñêèå ñèììåòðèè - ïðîäîëæåíèå

Ñåãîäíÿ ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ñèììåòðèé íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì ÷àñòèö, ïåðåé-
äÿ ê óðàâíåíèÿì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, êàê âçàèìîäåé-
ñòâóþò òî÷å÷íûå ÷àñòèöû â íåðåëÿòèâèñòñêîé (íüþòîíîâñêîé) ãðàâèòàöèè èëè çàðÿ-
æåííûå ÷àñòèöû â ýëåêòðîñòàòèêå. Ïóñòü ðàçíûå ÷àñòèöû çàíóìåðîâàíû èíäåêñîì
α, β = 1 , . . . , N . Òîãäà ñèëû ìåæäó ïàðîé ÷àñòèö ñ íîìåðàìè è â ýëåêòðîñòàòèêå è
íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè òÿãîòåíèÿ èìåþò âèä

F i(x⃗α − x⃗β) =
qαqβ

4πεa|xα − xβ|3
(xiα − xiβ) , |xα − xβ| =

√∑
k

|xkα − xkβ|2 (4.1)

F i(x⃗α − x⃗β) =
mαmβ

|xα − xβ|3
(xiα − xiβ) (4.2)

Åùå îäèí èçâåñòíûé âàì òèï ñèë îòâå÷àåò ÷àñòèöàì, ñâÿçàííûì ïðóæèíêîé:

F i(x⃗α − x⃗β) = k(xiα − xiβ) (4.3)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ íîìåðîì èìåþò âèä

mẍiα(t) =
∑
α ̸=β

F i(x⃗α(t)− x⃗β(t)). (4.4)

Âàæíûì ñâîéñòâîì âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåëè÷èíà ñèëû çàâèñèò òîëüêî
îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, à íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ðàçíîñòè âåê-
òîðîâ èõ ïîëîæåíèé. Òàêèå ñèëû íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûìè. Ïîñêîëüêó
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èíâàðèàíòíî îòíîñè òåëüíî ïîâîðîòîâ, òî óðàâíåíèÿ âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö èíâàðèàíòíû îòíî ñèòåëüíî ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3) , êîòîðàÿ
íå ìåíÿåò ðàññòîÿíèé. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé O(3) .

Çàäà÷à4.1.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.12)-(3.15) ïî-ïðåæíåìó çàäàþò ñèì-
ìåòðèè óðàâíåíèé (4.4). Â ñîâîêóïíîñòè ñ O(3) ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþò ãðóïïó Ãàëè-
ëåÿ â òðåõ- ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþùóþñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðèåé íåðåëÿòè
âèñòñêîé ôèçèêè. ×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Ãàëèëåÿ? Ïðåæäå ÷åì çàíÿòüñÿ áî-
ëåå äåòàëüíûì èçó÷åíèåì îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï ñäå ëàþ ñëåäóþùåå âàæíîå çàìå÷àíèå.
Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) âûøå, ÷åì ãðóïïà Ãàëèëåÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êðîìå
ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû Ãàëèëåÿ, ýòè óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû îò íîñèòåëüíî ðàñòÿ-
æåíèé

xiα → λxiα , t→ µt , (4.5)

åñëè ïàðàìåòðû ðàñòÿæåíèé λ è µ ñâÿçàíû îïðåäåëåííûì îáðàçîì.
Çàäà÷à4.2.Íàéòè êàê ñâÿçàíû λ è µ.
Çàáåãàÿ âïåðåä ñêàæó, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî: óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè è (ëèíåé-

íîé) ãðàâèòàöèè îáëàäàþò êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé èç-çà òîãî, ÷òî ýëåê òðîìàãíèòíîå
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è ãðàâèòàöèîííîå ïîëÿ áåçìàññîâû - ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðî ñòüþ ñâåòà. Óðàâíåíèÿ
(4.3) òàêæå îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé.

Çàäà÷à4.3.Íàéòè êàêîé. Ýòî òàêæå íå ñëó÷àéíî, è ñâÿçàíî ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ
(òî÷íîé ðåøàåìî ñòüþ) ñèñòåìû (4.3). Íî åñëè â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ñèëû îáîèõ
òèïîâ (íà ïðèìåð, óïðóãèå è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå), òî êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ èñ÷åçàåò
(íàðóøàåòñÿ).

4.2 Äâèæåíèÿ ýâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2. Òî÷êè ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ âåêòîðàìè x⃗-

-
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x1

x2

x⃗

R2

Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷êè x⃗ è y⃗.

-

6

�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

x1

x2

x⃗

y1

y2

y⃗

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

l2 := (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (4.6)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèÿ, íàçûâàþòñÿ äâèæåíèÿ- ìè ïëîñ-
êîñòè. Èìååòñÿ äâà òèïà äâèæåíèé.

1. Ñäâèãè
x⃗→ x⃗+ a⃗; y⃗ → y⃗ + a⃗. (4.7)

a⃗ - âåêòîð ñäâèãà. ta - îïåðàòîð ñäâèãà.

ta(x⃗) = x⃗+ a⃗. (4.8)

Ñäâèãè ta îáðàçóþò ãðóïïó òðàíñëÿöèé T
2. Ìû óæå âñòðå÷àëè ýòó ãðóïïó ïðè àíàëèçå

ñèììåòðèé íåðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèé. Ýòà ãðóïïà àáåëåâà

tatb = tbta. (4.9)
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Çàäà÷à4.4.Ñëåäñòâèåì êàêîãî ñâîéñòâà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ýòîò ôàêò?
Çàäà÷à4.5.Êàêîå ìíîãîîáðàçèå îáðàçóåò T 2? Êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü?
2. Âðàùåíèÿ SO(2): Maϕ - ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã òî÷êè a.

-

6

?

�
x1

x2

a⃗ϕ r

3. Îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïðÿìîé

-

6
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x1

x2Àíàëîãè÷íî, ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèå äëèí â Rn, îáðàçóþò ãðóïïó äâè- æåíèé
åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà En. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïóñêàþò àíàëè- òè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

xi → x′i = Aijx
j + ai , i, j = 1 , . . . , n (4.10)

ãäå ai îïèñûâàåò ñäâèã, à ìàòðèöà Aij - îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî

AikA
j
l δij = δkl. (4.11)

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå). Óñëîâèå (4.27) áóê- âàëüíî
âûðàæàåò óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ðàññòîÿíèÿ

l2 := δij(y
i − xi)(yj − xj). (4.12)

Çàäà÷à4.6.Óáåäèòüñÿ
Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà δij ñ äâóìÿ íèæíèìè èíäåêñàìè çàäàåò ìåòðèêó

åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà En â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

4.3 Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà

Ìàòðèöû Aij, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.11), îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ãðóï- ïó O(n),
åñëè i, j = 1 , . . . , n. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò çàäàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé Aij = δij.

Çàäà÷à4.7.Óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò (4.11).
Çàäà÷à4.8.Ïðîâåðèòü ãðóïïîâîå ñâîéñòâî: ìàòðèöà AB óäîâëåòâîðÿåò (4.11), åñëè

A è B óäîâëåòâîðÿþò (4.11).
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Èç óñëîâèÿ (4.11) ñëåäóåò, ÷òî

(detAij)
2 = 1 → detAij = ±1. (4.13)

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùèå (4.11), îáðàòèìû. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ äåòåðìèíàíòîì −1, ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó
Aij ñ êîìïîíåíòàìè

A1
1 = −1 , Ann = 1 for n ̸= 1 , Anm = 0 for n ̸= m. (4.14)

Ïðåîáðàçîâàíèå (4.10) îïèñûâàåìîå òàêîé ìàòðèöåéAij è ñäâèãîì a
i = 0 äàåò ïðåîáðàçîâà-

íèÿ
x1 → −x1 , xn → xn for ̸= 1. (4.15)

Èíûìè ñëîâàìè, ýòà ìàòðèöà îïèñûâàåò îòðàæåíèå îñè x1. Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîé ìàòðèöû

detAij = −1. (4.16)

Ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO(n), êîòîðàÿ è îïèñûâàåò èñòèííûå âðàùåíèÿ,
ñîñòîèò èç ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì

detA = 1 : SO(n). (4.17)

Î÷åâèäíî, SO(n) - ïîäãðóïïà O(n). Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç O(n) c detA = −1 ñî- äåðæàò
îòðàæåíèÿ.

Çàäà÷à4.9.Óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ñâÿçàíû íåïðåðûâíûì îáðà-
çîì ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì O(n). (Ýêâèâàëåíòíî, íå ïðèíàäëåæàò ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
åäèíèöû O(n)).

Òåïåðü âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòü O(n), ò.å. ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ âðàùåíèé â O(n).
Ìàòðèöû Aij ñîäåðæàò n2 êîìïîíåíò (ò.å. ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êî- îðäèíàòû

â Rn2
). Îíè ïîä÷èíåíû óðàâíåíèÿì (4.11). Â ñèëó ñèììåòðèè ïî èíäåêñàì k , l (4.11)

ñîäåðæàò 1
2
n(n+1) óðàâíåíèé. Çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, ðàçìåðíîñòü

O(n) ðàâíà

dimO(n) = n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1). (4.18)

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè (3.7) íåñëîæíî ïðîâåðèòü: èñïîëüçóÿ, ÷òî O(n) -
ãðóïïà, åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè Aij = δij (ñíà÷àëà ïðîäèôôåðåí öèðîâàòü â (3.7),
à ïîòîì ïîëîæèòü Aij = δij ).

Çàäà÷à4.10.Íàéòè dim SO(n).
Ãðóïïà O(n) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êóñêîâ. Îäèí èç íèõ - ýòî SO(n). À

äðóãîé - òîé æå ðàçìåðíîñòè - îáðàçîâàí ìàòðèöàìè ñ det(A) = −1. Ðàçìåðíîñòü SO(n)
îïðåäåëÿåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîâîðîòîâ. Î÷åâèäíî, ðàçìåðíîñòü SO(n) ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé, íàòÿíóòûõ íà îðòû â Rn. Ò.å. êàæäîé òàêîé ïëîñêîñòè
îòâå÷àåò ñâîé ïîâîðîò - ïîâîðîò ýòîé ïëîñêîñòè. Êàê è îæèäàëîñü, dimSO(3) = 3.

12



×òîáû ïîíÿòü êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.11) çàäàþò ïîâîðîòû è îòðàæåíèÿ, ðàññìîòðèì
áîëåå ïîäðîáíî ãðóïïó äâóìåðíûõ âðàùåíèéO(2). Â ýòîì ñëó÷àå, óðàâíåíèÿ (4.11) äàþò

(A1
1)

2 + (A2
1)

2 = 1 , (4.19)

(A1
2)

2 + (A2
2)

2 = 1 , (4.20)

A1
1A

1
2 + A2

1A
2
2 = 0 . (4.21)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøèòü â âèäå

A1
1 = cosφ1 , A2

1 = sinφ1 (4.22)

A2
2 = cosφ2 , A1

2 = sinφ2 (4.23)

Ïîñëåäíåå ïðèîáðåòàåò âèä

0 = cosφ1 sinφ2 + cosφ2 sinφ1 = sin(φ1 + φ2) (4.24)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ

φ2 = −φ1 (4.25)

φ2 = π − φ1 (4.26)

Ïåðâîå ðåøåíèå îïèñûâàåò ïîâîðîò íà óãîë φ1, à âòîðîå - îòðàæåíèå.
Çàäà÷à4.11.Äîêàçàòü. Âû÷èñëèòü äåòåðìèíàíòû ìàòðèöû Aij â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Íàé-

òè îòðàæåíèå, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (4.26).
Çàäà÷à4.12.Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.11) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

AikA
j
l δ
kl = δij , (4.27)

ò.å., âñÿêîå ðåøåíèå (4.11) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.27) è íàîáîðîò.
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5 Ëåêöèÿ 5.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð 5 Ìàðòà 2020.

5.1 Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèëè îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó êàê ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé,
ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ

l2 = (xi − yi)(xj − yj)ηij .

Â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè ÿ îáåùàë ðàññêàçàòü, ÷òî òàêîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå òåñíî ñâÿçàíî ñ îðòîãîíàëüíîé
ãðóïïîé.

5.1.1 Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü V - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â K. Îòîáðàæåíèå f(V ) íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì åñëè

f(λ1v1 + λ2v2) = λ1f(v1) + λ2f(v2) ∀ v1,2 ∈ V , λ1,2 ∈ K .

Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè îïðåäå-
ëèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îòîáðàæåíèé f1 è f2 ïî ïðàâèëó

(λ1f1 + λ2f2)(v) = λ1f1(v) + λ2f2(v)

Çàäà÷à5.1.Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Ïóñòü {ei} çàäàåò áàçèñ â V . Òîãäà ëþáîé âåêòîð v ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v = viei

ñ íåêîòîðûìè êîåôôèöèåíòàìè vi, à ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f(v) çàäàåòñÿ â âèäå

f(v) = vifi ,

ãäå fi - íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû ñî çíà÷åíèÿìè â K.
Çàäà÷à5.2.Äîêàçàòü.
Ýëåìåíò V ∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f = fie
i ,

ãäå ei - áàçèñíûå ýëåìåíòû V ∗ òàêèå, ÷òî

ei(ej) = δij .

Îòìå÷ó, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ áàçèñíûå ýëåìåíòû V è V ∗ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîëîæå-
íèåì èíäåêñà. Ïîýòîìó çà ïîëîæåíèåì èíäåêñà íàäî ñëåäèòü.

Çàäà÷à5.3.Äîêàçàòü, ÷òî (V ∗)∗ = V .
Çàìå÷àíèå. Ýòîò ôàêò âåðåí â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, íî ìîæåò íå èìåòü ìåñòà â

áåñêîíå÷íîìåðíîì.
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5.1.2 Áèëèíåéíûå ôîðìû è òðàíñïîíèðîâàíèå

Áèëèíåéíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

B(v , w) ∈ K ,

êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ v , w ∈ V ÷èñëî (ýëåìåíò ïîëÿ K)
è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

B(λ1v1 + λ2v2 , w) = λ1B(v1, w) + λ2B(v2, w) ,

B(v , λ1w1 + λ2w2) = λ1B(v, w1) + λ2B(v, w2)

∀v, v1, v2, w, w1, w2 ∈ V , λ1,2 ∈ K.
Áèëèíåéíûå ôîðìû áûâàþò ñèììåòðè÷íûå B(v, w) = B(w, v) è àíòèñèììåòðè÷-

íûå. (Ôîðìû, íå îáëàäàþùèå îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
íî îáû÷íî îíè ìåíåå èíòåðåñíû.) Ôîðìà B(v , w) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî v0 ∈ V , ÷òî B(v0 , w) = 0 ∀w. (Åñëè òàêîé v0 ñóùåñòâóåò, òî îí íàçû-
âàåòñÿ íóëü-âåêòîðîì ôîðìû.)

Ïóñòü {ei}-áàçèñ V . Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó

ηij := B(ei, ej) . (5.1)

Ýòà ìàòðèöà (àíòè)ñèììåòðè÷íà, åñëè ôîðìà B(v, w) (àíòè)ñèììåòðè÷íà. Ìàòðèöà ηij
(íå)âûðîæäåíà åñëè ôîðìà B(v, w) (íå)âûðîæäåíà.

Çàäà÷à5.4.Äîêàçàòü.
Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà V è B(v, w) - íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ

ôîðìà. Òîãäà îïåðàòîð A′ òðàíñïîíèðîâàííûé ê A ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìå B(v, w)
çàäàåòñÿ ñîòíîøåíèåì

B(v, A(w)) = B(A′(v), w) , ∀v, w ∈ V . (5.2)

Ïóñòü â áàçèñå {ei} îïåðàòîð A çàäàí ñîîòíîøåíèÿìè

A(ei) = Ai
jej ,

ñ íåêîòîðûìè Ai
j ∈ K. Òîãäà èç (5.1) ñëåäóåò

ηikAj
k = A′

i
kηkj =⇒ A′

i
j = ηikAl

kη−1lj , (5.3)

ãäå îáðàòíàÿ ìàòðèöà η−1lj îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ηikη
−1kj = δji .

Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà èìååò âèä ηij = δij, òî ýòî äàåò îáû÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå.
Çàäà÷à5.5.Óáåäèòüñÿ
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Èç ôîðìóëû (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

(AB)′ = B′A′

Çàäà÷à5.6.Äîêàçàòü.
Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîëÿ K = R áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ Ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé, åñëè
B(v, v) ≥ 0 , B(v, v) = 0 ⇒ v = 0.

î
Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà âðàùåíèé O(n) ýòî ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-

ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , îñòàâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó. Èíûìè ñëîâàìè

A ∈ O(n) ⇒ B(A(v), A(w)) = B(v, w) .

Îòñþäà ñëåäóåò
A′A = Id ,

ãäå òðàíñïîíèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìå B.
Â òàêîé ôîðìå ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â V , êîòîðûé âëèÿåò

íà âèä ηij. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó

e′i = U i
je
j

êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

η′ij = U i
kU

j
lη
kl .

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èçó÷åíèþ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû ìû ìîæåì òåïåðü íåìíî-
ãî ðàñøèôðîâàòü ñìûñë êàðòàíîâñêîé êëàññèôèêàöèè.

Ãðóïïà Bn = O(2n+1), Dn = O(2n). Cn ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî îïðåäå-
ëåíèþ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé íåâûðîæäåííóþ àíòèñèììåòðè÷íóþ ôîðìó n-ìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåìóþ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.

Çàäà÷à5.7.Äîêàçàòü, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ n.
Íàêîíåö, An - ýòî ãðóïïà SLn+1 ìàòðèö (n+1)×(n+1) ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì.
Çàäà÷à5.8.Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
óäîâëåòâîðÿþò è óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ îáðàòíîé áèëèíåéíîé ôîðìû ...
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6 Ëåêöèÿ 6.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð 12 Ìàðòà 2020.

6.1 Äâèæåíèÿ ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Äâèæåíèåì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå íå ìå-
íÿåò äëèí è óãëîâ. Oáùåå äâèæåíèå Rn ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïîâîðîòà è ñäâèãà

xi → x′i = Aijx
j + ai , i, j = 1 . . . n (6.1)

ãäå ìàòðèöà Aij ïðèíàäëåæèò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(n). Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé îáðàçóåò ãðóïïó äâèæåíèé n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îáîçíà÷àåìóþ
êàê E(n) èëè IO(n).

Çàäà÷à 5.1. Íàéòè dimE(n).
Îáîçíà÷àÿ ñäâèã íà ai êàê ta è ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, çàäàâàåìûé ìàò-

ðèöåé Aij, êàê M
0
A, ëþáîé ýëåìåíò E(n) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

GA,a = taM
0
A . (6.2)

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

Ma
A := taM

0
At

−1
a .

Çàäà÷à6.1.Ïîêàçàòü, ÷òî Ma
A ðåàëèçóåòñÿ êàê

x′i = Aij(x
j − aj) + ai

Îíî îïèñûâàåò ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè xi = ai, ïîñêîëüêó îíà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé.
(Îòìåòèì, ÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ó ÷èñòûõ (ò.å. íåòðèâèàëüíûõ) ñäâèãîâ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê íåò.)

Òàêèì îáðàçîì, ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè ai ñâîäèòñÿ ê òàêîìó æå ïîâîðîòó âîêðóã
íà÷àëà êîîðäèíàò â êîìáèíàöèè ñî ñäâèãîì íà ai − Aija

j Â ðåçóëüòàòå, ãðóïïà E(n)
ïîðîæäàåòñÿ ñäâèãàìè è ïîâîðîòàìè âîêðóã ëþáîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå M0
AtaM

0
A−1 . Î÷åâèäíî, îíî äàåò

x′i = Aij(A
−1j

kx
k + aj) = xi + Aija

j .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîM0
AtaM

0
A−1 = tAa. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òîM

0
A è ta íåêîì-

ìóòàòèâíû, ò.å., ïîìåíÿâ â (6.2) M è t ìåñòàìè, ìû ïîëó÷èì äðóãîé ýëåìåíò E(n).
Òàê êàê äëÿ ñäâèãîâ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ tbtat−b = ta, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà

ñäâèãîâ T (n) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì E(n).
Çàäà÷à6.2.Äîêàçàòü, ÷òî H =M0

A íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì E(n).
Ãðóïïà E(n) äåéñòâóåò â Rn. Íàïîìíþ, ÷òî îðáèòîé òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû

G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê Gx. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðáèòîé ëþáîé òî÷êè Rn ïîä äåé-
ñòâèåì E(n), à òàêæå ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû ñäâèãîâ T (n), ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî
Rn.
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À êàê âûãëÿäÿò îðáèòû òî÷åê Rn ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû O(n), ðåàëèçîâàííîé ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè âèäà M0

A? Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé n− 1 - ìåðíûå ñôåðû Sn−1 ðàäèóñà R,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå x íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Âñëåäñòâèå
ýòîãî O(n) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äâèæåíèé Sn−1. Ðàçìåðíîñòü îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû åñòü

dimO(n) = n(n−1)
2

.
Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 è ôóíêöèè íà íåé f(ϕ), ãäå ϕ ∈ [0, 2π) � óãîë. Ïîâîðîò

íà ýòîì ÿçûêå � ýòî ñäâèã φ → φ + ψmod 2π, ãäå ψ � äðóãîé óãîë. Òàêèì îáðàçîì,
SO(2)�ýòî òðàíñëÿöèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêîé êîîðäèíàòîé.

Êàêèå åùå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîìèìî äâèæåíèé, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü? Ìîæíî, íà-
ïðèìåð, ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, îò êîòîðûõ òðåáóþòñÿ òîëüêî ãëàä-
êîñòü (äèôôåðåíöèðóåìîñòü)è âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòü. Îíè íàçûâàþòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìàìè. Äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîîáðàçèé òèïà ïëîñêîñòè èëè îêðóæíîñòè ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ ðåçèíêè ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèè.

Ñóùåñòâóåò òàêæå âàæíûé êëàññ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ìîãóò ìå-
íÿòü ðàññòîÿíèÿ, íî ñîõðàíÿþò óãëû. Èìååòñÿ äâà òèïà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

(1) äèëàòàöèè x′i = axi a ∈ R.
(2) èíâåðñèè x′i = bxi

x2
b ∈ R.

Çàäà÷à6.3.Ïðîâåðèòü.
Ðàññìîòðåííûå íàìè ãðóïïû E(n), T (n), O(n) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ãðóïï Ëè, ò.å.

ãðóïï, ýëåìåíòû êîòîðûõ çàäàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïàðàìåòðàìè (êîîðäèíàòàìè). Òà-
êèì îáðàçîì, ãðóïïû Ëè ïðåäñòàâÿþò ñîáîé ìíîãîîáðàçèÿ (ïîâåðõíîñòè), êîòîðûå äåé-
ñòâóþò ñàìè íà ñåáå.

Ïðèìåðû:
(1) ãðóïïà ñäâèãîâ T (n) ñàìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî Rn (êàæäàÿ òî÷êà

Rn çàäàåò ñäâèã â Rn) è äåéñòâóåò íà ñåáå åñòåñòâåííûì îáðàçîì: tab
i = ai + bi.

(2) êàæäàÿ òî÷êà ψ îêðóæíîñòè S1 çàäàåò ñäâèã S1 tψφ = φ+ ψmod 2π
(3) O(n)� ýòî ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ â Rn2

ñ êîîðäèíàòàìè X i
j, óäîâëåòâîðÿþùèìè

óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè
X i

kX
j
lηij = ηkl ,

ãäå ηij - ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà.
Çàäà÷à6.4.Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû X i

j, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ îðòîãîíàëüíî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

X i
kX

j
lη
kl = ηij ,

ãäå ηij îáîçíà÷àåò îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ηij

ηikηkj = δik .

Óñëîâèå íàïîìèíàåò óðàâíåíèå ñôåðû xixi = R2, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî, äî-
ïóñêàåò äåéñòâèå íà ñåáå.

Çàäà÷à6.5.Ñðàâíèòü ðàçìåðíîñòè O(n) è SO(n).
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6.2 Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðîñòðàíñòâî M , íà êîòîðîì çàäàíî äåéñòâèå ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ G- îäíîðîäíûì,
åñëè ∀x1, x2 ∈ M ñóùåñòâóåò g ∈ G òàêîé, ÷òî x2 = gx1. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî
M -îäíîðîäíî, åñëè G ïåðåâîäèò ëþáóþ åãî òî÷êó â ëþáóþ äðóãóþ.

Âàæíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ÿ îñòàâëþ Âàì â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ, ãëàñèò:
Âñå G-îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà M ÿâëÿþòñÿ êîñåòàìè M = G/H, ãäå H�ãðóïïà

ñòàáèëüíîñòè (ñèììåòðèè) ëþáîé òî÷êè M .
Çàäà÷à6.6.Äîêàçàòü, ÷òî H íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè â G-îäíîðîäíîì M .
Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñûâàòü íà òåîðåòèêî- ãðóïïî-

âîì ÿçûêå.
Âàæíûì ïðèìåðîì îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíàÿ

ñôåðà Sn.
Çàäà÷à6.7.Äîêàçàòü, ÷òî Sn = O(n+ 1)/O(n).
Äðóãîé ïðèìåð ñâÿçàí ñ äåéñòâèåì E(n) íà Rn, êîòîðîå, î÷åâèäíî, îäíîðîäíî. Ïîä-

ãðóïïà ñòàáèëüíîñòè òî÷êè x = 0 � ýòî O(n). Ñîãëàñíî òåîðåìå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Rn = E(n)/O(n).

Çàäà÷à6.8.Äîêàçàòü.
Èìååò ìåñòî è äðóãîå ñõîæåå ñîîòíîøåíèå. À èìåííî, ïîñêîëüêó T (n) åñòü íîðìàëü-

íûé äåëèòåëü E(n), òî êîñåò E(n)/T (n) äîëæåí îáðàçîâûâàòü ãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî,
èç (6.1) âèäíî, ÷òî E(n)/T (n) = O(n).

Çàäà÷à6.9.Äîêàçàòü.
Îòìå÷ó, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé E(n)/T (n) = O(n) è E(n)/O(n) = T (n)

âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî êàê ãðóïïà E(n) ýêâèâàëåíòíî T (n) × O(n), ãäå × îáîçíà÷àåò
ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèå. Ñ êîñåòàìè íåëüçÿ (çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àåâ) îáðàùàòüñÿ êàê ñ àðèôìåòè÷åñêèìè äðîáÿìè.
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7 Ëåêöèÿ 7.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð 26 Ìàðòà 2020.

7.1 Ïðåäñòàâëåíèÿ è ìîäóëè

Ãðóïïû óäîáíî ðåàëèçîâûâàòü ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ýòî åå ðåàëèçàöèÿ ýíäîìîðôèçìàìè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V

G→ EndV.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó g ∈ G ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð tg â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
V òàê, ÷òî åãî äåéñòâèå ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû

tg1tg2 = tg1g2 , ∀g1, g2 ∈ G.

Çàìå÷ó, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè àññîöèàòèâíîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû äîñòèãàåòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè â ñëåäñòâèå àññîöèàòèâíîñòè ýíäîìîðôèçìîâ. Åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó G ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

te = Id

Ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ (ìàòðèö) tg îáðàçóåò ïðåäñòàâëåíèå T ãðóïïû G. Ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî V , â êîòîðîì äåéñòâóþò ìàòðèöû tg, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èëè G-ìîäóëåì. ×àñòî G-ìîäóëü àññîöèèðóåòñÿ ñ ñîâîêóïíîñòüþ T, V .

Ïóñòü G = O(n). Êàêîé O(n)-ìîäóëü ìû óæå çíàåì?
Çàäà÷à7.1.Óáåäèòüñÿ, ÷òî Rn îáðàçóåò O(n)-ìîäóëü
Ðåøåíèå

Ox⃗ = x⃗′ ∈ Rn ,

ãäå O � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Ïóñòü V1 è V2 äâà G-ìîäóëÿ.
Çàäà÷à7.2. Çàäàòü äåéñòâèå G íà V1 ⊕ V2.
Ðåøåíèå

Ïóñòü v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2. Çàïèøåì èõ â åäèíûé ñòîëáåö, à äåéñòâèå íà íåì îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì (

G1 0
0 G2

)(
v1
v2

)
=

(
v′1
v′2

)
∈ V1 ⊕ V2 , (7.1)

ãäå ìàòðèöû G1 è G2 ðåàëèçóþò äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òàêîé ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìîäóëåé V1 ⊕ V2.
Ïîäìîäóëåì V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî W ∈ V , êîòîðîå ñàìî îáðàçóåò G-

ìîäóëü.
Çàäà÷à7.3.Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïðÿìîé ñóììå V1 ⊕ V2 V1 è V2 ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè.
Îïðåäåëåíèå: G-ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íåòðè-

âèàëüíûõ (ò.å. îòëè÷íûõ îò V è ∅) ïîäìîäóëåé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäèìûé ìîäóëü
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü.
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Çàäà÷à7.4.Äîêàçàòü, ÷òî O(n)-ìîäóëü Rn íåïðèâîäèì.
Êàê ìû óâèäèì, ãðóïïû ñèììåòðèé îáû÷íî ðåàëèçóþòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé, ò.å. ìîäóëåé. Íåïðèâîäèìûå ìîäóëè èãðàþò ðîëü ñòðîèòåëüíûõ êèðïè÷åé
ïðè ðåàëèçàöèè ñèììåòðèé. Âàæíî, ÷òî íåïðèâîäèìûå ìîäóëè ïðîñòûõ ãðóïï äîïóñêà-
þò îñìûñëåííóþ êëàññèôèêàöèþ.

Âàæíîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå âñÿêèé ïðèâîäèìûé ìîäóëü ñâîäèòñÿ ê ïðÿ-
ìîé ñóììå ïîäìîäóëåé. Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ òðåóãîëüíàÿ ñèòóàöèÿ.
Ïóñòü V1 è V2 äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà, êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V = V1 ⊕ V2 è
G-ìîäóëü ðåàëèçîâàí òàê, ÷òî

G(V1) ⊂ V1 , G(V2) ⊂ V

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå V1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì G-ìîäóëÿ V , íî V íå ñâîäèòñÿ ê ïðÿ-
ìîé ñóììå V1 ⊕ V2. (Äëÿ ÷åãî íóæíî, ÷òîáû G(V2) ⊂ V2). Ïðèâîäèìûå ìîäóëè, êîòîðûå
íå ñâîäÿòñÿ ê ïðÿìîé ñóììå, íàçûâàþòñÿ íåâïîëíå ïðèâîäèìûìè èëè íåðàçëîæûìûìè.

Íåðàçëîæèìûå ìîäóëè èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå â òàêèõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ êàê,
íàïðèìåð, ýëåêòðîäèíàìèêà, ãäå îíè ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûìè êàëèáðîâî÷íûìè ñèì-
ìåòðèÿìè. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé îòíîñèòåëüíî ìàëî è îíè òàêæå
ïîääàþòñÿ êëàññèôèêàöèè íà ÿçûêå òåîðèè ãîìîëîãèé.

Ýòî äåëàåòñÿ òàê. Ïóñòü W ïîäìîäóëü G-ìîäóëÿ V . Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî V/W
îáðàçóåò G-ìîäóëü.

Çàäà÷à7.5.Äîêàçàòü ôîðìàëüíî è îáúÿñíèòü ñìûñë ïðîèñõîäÿùåãî íà ÿçûêå ìàò-
ðèö.

Ðåøåíèå
Ïóñòü äåéñòâèå íåêîòîðîé ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå V = U ⊕W ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ìàòðèöàìè âèäà (

A B
0 C

)
. (7.2)

Çäåñü A, B è C � íåêîòîðûå ìàòðèöû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö òàêîãî
òèïà äàñò ìàòðèöó òîãî æå òèïà. Ïðè ñëåäóþùåì äåéñòâèè ãðóïïà G íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå V (

A B
0 C

)(
u
w

)
(7.3)

èìååòñÿ èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü. Âåêòîðà òèïà(
0
w

)
(7.4)

ïðåäñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû îïðåäå-
ëåííîãî âûøå. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî V/W óñòðîåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîðà(

u
w1

)
∼
(
u
w2

)
(7.5)
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ýêâèâàëåíòíû. Ìû â ïðàâå âûáðàòü ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, íàïðèìåð,(
u
0

)
(7.6)

Òîãäà äåéñòâèå ãðóïïû G íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå V/W ýòî

(A) (u) (7.7)

Çàäà÷à7.6.Óáåäèòüñÿ
Íà ÿçûêå òåîðèè ãîìîëîãèé (ìàòåìàòè÷åñêîé ÷åïóõè) ïðîèñõîäÿùåå îïèñûâàåòñÿ

ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

0 → W → V → V/W → 0 ,

ãäå êàæäàÿ ñòðåëêà îáîçíà÷àåò ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé (ìîäóëåé).
Ýòà ãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç

ïðåäûäóùåãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ïðåäûäóùåãî.
Çàäà÷à7.7.Äîêàçàòü.

7.2 Àëãåáðû Ëè è ãðóïïû Ëè

Àëãåáðû Ëè äàþò ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò àíàëèçà ñèììåòðèé ïóòåì àíàëèçà áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ñèììåòðèé. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ëè G ðàçìåðíîñòè n, ò.å. G îïèñûâàåòñÿ n
íåïðåðûâíûìè êîîðäèíàòàìè òèïà óãëîâ ïîâîðîòîâ, ñäâèãîâ è ò.ï.. Ïóñòü g ∈ G ýëåìåíò
ãðóïïû áëèçêèé ê åäèíè÷íîìó, à ϵi - áåñêîíå÷íî ìàëûå êîîðäèíàòû ãðóïïû â îêðåñòíî-
ñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, ϵi ìîæåò îïèñûâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûé ñäâèã èëè
ïîâîðîò.

×òîáû íå ïîãðóæàòüñÿ â òîíêîñòè ãåîìåòðèè ãðóïï Ëè óäîáíî ðàññìîòðåòü íå ãðóïïó
Ëè G, à åå ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå T ñ ýëåìåíòàìè tαg β, ãäå g ýëåìåíò ãðóïïû,
êîòîðîìó îòâå÷àåò ìàòðèöà tg. Â ñëó÷àå, êîãäà îíè áåñêîíå÷íî áëèçêè ê åäèíèöå,

tg
α
β(ϵ) = δαβ + ϵiti

α
β + o(ϵ) , (7.8)

ãäå δαβ - åäèíè÷íûé îïåðàòîð (ìàòðèöà), à ti
α
β - íåêîòîðûé íàáîð n ìàòðèö (n� ðàçìåð-

íîñòü, ãðóïïû) ðàçìåðíîñòè m×m, äåéñòâóþùèõ â m-ìåðíîì G-ìîäóëå V

ti(e
α) = ti

α
βe

β , α, β = 1, . . .m , i = 1, . . . n . (7.9)

ϵi - ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ñ÷èòàþùèåñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè è èìåþùèå ñìûñë êîîðäè-
íàò íà ãðóïïå â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ëþáîé ýëåìåíò â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà G ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (7.9) ñ íåêîòîðûìè ϵi. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà
Ëè ýòî ìíîãîîáðàçèå, ò.å. â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè âåäåò ñåáÿ êàê RdimG.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ÷ëåíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,
÷òîáû çàòåì óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà âêëàäà íå äàäóò

tg
α
β(ϵ) = δαβ + ϵiti

α
β ++ϵiϵjsij

α
β + o(ϵ2) . (7.10)

Âû÷èñëèì îáðàòíûé ýëåìåíò.
Çàäà÷à7.8.Óáåäèòüñÿ, ÷òî

tg−1
α
β(ϵ) = δαβ − ϵiti

α
β − ϵiϵjsij

α
β + ϵiϵjti

α
γtj

γ
β + o(ϵ2) . (7.11)

Ïóñòü g1 è g2 äâà ýëåìåíòà G áëèçêèå ê åäèíè÷íîìó. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ýëåìåíò

g1,2 := g1g2g1
−1g−1

2 ∈ G , (7.12)

êîòîðûé òàêæå áóäåò áëèçîê ê åäèíè÷íîìó.
Ïóñòü ϵi1 è è ϵ

i
2 èíôèíèòåçèìàëüíûå êîîðäèíàòû g1 è g2 , ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì

tg1tg2tg−1
1
tg−1

2

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äîâîëüíî ãðîìîçäêî, íî
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò îêàçûâàåòñÿ ïðîñòûì è ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ
ïðîñòîé ëåììû:

tg1tg2tg−1
1
tg−1

2

α
β = δαβ ïðè ϵ1 = 0 èëè ϵ2 = 0 . (7.13)

Çàäà÷à7.9.Äîêàçàòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî g(ϵ)|ϵ=0 = e .
Çàìå÷ó, ÷òî âûðàæåíèå (7.12) âûáðàíî èìåííî c òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû áûëo óäîáíî

èñïîëüçîâàòü ëåììó (7.13).
Èç Ëåììû (7.13) ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ϵ1 èëè ϵ2 ñîêðàùàþòñÿ

è, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ, îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ϵ1ϵ2.
Ïîñëåäíèå íåòðóäíî âû÷èñëèòü. Â ÷àñòíîñòè, èç Ëåììû (7.13) ñëåäóåò, ÷òî ÷ëåíû âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ïî ϵ â (7.10) è (7.11) íå äàþò âêëàäà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè,
ò.å. ïðè âû÷èñëåíèè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü (7.8) è

tαg−1(ϵ)β = δαβ − ϵiti
α
β + . . . (7.14)

Ïîñêîëüêó ϵ1 âõîäèò ÷åðåç g1 è g
−1
1 , òî ÷ëåí ëèíåéíûé ïî ϵ1 ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ÷åðåç

îäíó èç äâóõ êîìáèíàöèé tg1tg2tg2−1 èëè tg2tg−1
1
tg−1

2
Íî òàê êàê tg1tg2t

−1
g2

= tg1 , ýòîò ÷ëåí
çàâèñèò òîëüêî îò ϵ1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äàåò âêëàäà â îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ïî Ëåììå
(7.13). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ÷ëåíû ïîðÿäêà ϵ1ϵ2 â tg2tg−1

1
tg−1

2
. Ýòî äàåò

äâà ÷ëåíà, â êîòîðûå ϵ2 ïðèõîäèò ëèáî èç ïåðâîãî, ëèáî èç ïîñëåäíåãî ñîìíîæèòåëÿ. Â
ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

tg1tg2tg−1
1
tg−1

2

α
β = δαβ + ϵi1ϵ

j
2(ti

α
γtj

γ
β − tj

α
γti

γ
β) + o(ϵ3) .
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Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî

tg1tg2tg−1
1
tg−1

2

α
β = δαβ + ϵi1ϵ

j
2[ti , tj]

α
β + o(ϵ3) , (7.15)

ãäå [a, b] îáîçíà÷àåò êîììóòàòîð ìàòðèö

[a, b]αβ := (ab)αβ − (ba)αβ , (ab)αβ = aαγb
γ
β .

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò (7.15) íàõîäèòñÿ â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû ãðóï-
ïû îí äîëæåí äîïóñêàòü ïðåäñòàâëåíèå (7.8). Ýòî òðåáóåò

[ti, tj] = fkijtk, (7.16)

ãäå fkij - íåêîòîðûå ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû fkij âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè
G.

Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, êîììóòàòîð

[a, b] := a ◦ b− b ◦ a , (7.17)

îïðåäåëåííûé ïî íåêîòîðîìó àññîöèàòèâíîìó ïðîèçâåäåíèþ ◦ (â íàøåì ñëó÷àå ìàòðè÷-
íîìó), óäîâëåòâîðÿåò âàæíîìó ñîîòíîøåíèþ, íàçûâàåìîìó òîæäåñòâîì ßêîáè

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0. (7.18)

Çàäà÷à7.10.Ïðîâåðèòü
Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå àëãåáðû Ëè, èìåþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå

â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå.
Îïðåäåëåíèå: Àëãåáðà l ñ ïðîèçâåäåíèåì, îáîçíà÷àåìûì [a, b] ∀a, b ∈ l, íàçûâàåòñÿ

àëãåáðîé Ëè, åñëè ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íî

[a, b] = −[b, a] (7.19)

è äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ l âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè (7.18), (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâîì òîëüêî åñëè [,] - êîììóòàòîð, ïîñòðîåííûé ïî àññîöèàòèâíîìó ïðîèçâåäåíèþ
ñîãëàñíî (7.17)).

Ïóñòü ti - íåêîòîðûé áàçèñ àëãåáðû Ëè l. Òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ
(7.16) ñ íåêîòîðûìè ñòðóêòóðíûìè êîýôôèöèåíòàìè fkij, êîòîðûå àíòèñèììåòðè÷íû

fkij = −fkji (7.20)

è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè â ôîðìå

f lijf
n
lk + f ljkf

n
li + f lkif

n
lj = 0 . (7.21)

Çàäà÷à7.11.Ïðîâåðèòü.
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Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè l íàçûâàåòñÿ åå ðåàëèçàöèÿ ìàòðèöàìè ti
α
β c ëèåâñêèì

ïðîèçâåäåíèåì, ðåàëèçîâàííûì ìàòðè÷íûì êîììóòàòîðîì. Ìîäóëåì àëãåáðû Ëè l íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , â êîòîðîì ýëåìåíòû l äåéñòâóþò êàê ëèíåéíûå
îïåðàòîðû ñîãëàñíî (7.8).

Âàæíûì ñëåäñòâèåì îïèñàííîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà Ëè G
ïîðîæäàåò àëãåáðó Ëè g, è âñÿêèé G-ìîäóëü ïîðîæäàåò g-ìîäóëü. Èäåÿ â òîì, ÷òîáû
âìåñòî ãðóïï èçó÷àòü èõ àëãåáðû Ëè, à âìåñòî G-ìîäóëåé èçó÷àòü g-ìîäóëè, òàê êàê
÷àñòî ýòî ïðîùå.

Ìû ïðèìåíèì ýòó èäåþ ê ðàçëè÷íûì ñèììåòðèÿì, âêëþ÷àþùèì ãðóïïó äâèæåíèé
Rn è ðåëÿòèâèñòñêèì ñèììåòðèÿì, ÷òî ïîçâîëèò íàì âñêîðå ïîñòðîèòü ñïèíîðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòèõ ñèììåòðèé.

Ïðè ýòîì âàæíî ïîìíèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, àëãåáðû Ëè õàðàêòåðèçóþò ïîðîæ-
äàþùèå èõ ãðóïïû Ëè íå ïîëíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçíûå ãðóïïû
Ëè, îáëàäàþùèå îäíîé àëãåáðîé Ëè.

Çàäà÷à7.12.Ïðèâåñòè ïðèìåð.
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8 Ëåêöèÿ 8.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð 4 Àïðåëÿ 2020.

8.1 Ïðèìåðû àëãåáð Ëè

8.1.1 gl(n)

Ãðóïïà GL(n) ýòî ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ (îáðàòèìûõ) ìàòðèö

aij , i, j = 1, ...n. (8.1)

Ýëåìåíò g ∈ G áëèçêèé ê åäèíè÷íîìó èìååò âèä

gij = δij + εtij, (8.2)

ãäå tij - ëþáàÿ ìàòðèöà, à ïàðàìåòð ε áåñêîíå÷íî ìàë. Ïîýòîìó àëãåáðà Ëè gl(n) -
ýòî àëãåáðà âñåâîçìîæíûõ ìàòðèö n× n ñ ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì (5.11) â êà÷åñòâå
ëèåâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàäà÷à8.1.Êàêîâà ðàçìåðíîñòü gl(n)? Ââåäåì áàçèñ â gl(n) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
(eab)

i
j - ìàòðèöà ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷íûì îò íóëÿ ýëåìåíòîì, ðàñïîëîæåííîì íà ïå-

ðåñå÷åíèè a-é ñòðîêè è b-îãî ñòîëáöà. Çäåñü a è b íóìåðóþò ðàçíûå ýëåìåíòû â ïðî-
ñòðàíñòâå ìàòðèö, à i è j íóìåðóþò ýëåìåíòû äàííîé ìàòðèöû ïðè ôèêñèðîâàííûõ a
è b.

Çàäà÷à8.2.Óáåäèòüñÿ, ÷òî (eab)
i
j îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö.

Ìàòðèöó (eab)
i
j óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(eab)
i
j = δajδ

i
b . (8.3)

Çàäà÷à8.3.Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì áàçèñå

eabe
c
d = δade

c
b (8.4)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
[eab, e

c
d] = δade

c
b − δcbe

a
d. (8.5)

Ðåøåíèå
Ïðîâåðèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé

eabe
c
d = (eab)

i
k(e

c
d)
k
j = δakδ

i
b δ

c
jδ
k
d = δakδ

k
d δ

i
bδ
c
j = δad(e

c
b)
i
j = δade

c
b (8.6)

[eab, e
c
d] ≡ eabe

c
d − ecde

a
b = δade

c
b − δcbe

a
d (8.7)

Ôîðìóëà (8.5) çàäàåò îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè gl(n). Åå íàäî ïîìíèòü
êàê òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Ìû âûâåëè ýòó ôîðìóëó â òàâòîëîãè÷åñêîì (ìàòðè÷íîì) ïðåä-
ñòàâëåíèè gl(n). Íî ó gl(n) åñòü ìíîãî äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé. Âî âñåõ ýòèõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ gl(n) èìåþò âèä (8.5).
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8.1.2 Ñèìâîë Ëåâè-×åâèòû, äåòåðìèíàíò è ñëåä

Â äàëüíåéøèì íàì ïîíàäîáèòñÿ âàæíûé îáúåêò, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àí-
òèñèììåòðè÷íûì (ïñåâäî)òåíçîðîì èëè ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòà è îáîçíà÷àåòñÿ ϵa1...an ,
ãäå n ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Íàïðèìåð, â ÷åòûðåõìåðíîì
ñëó÷àå ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà ϵabcd íåñåò ÷åòûðå èíäåêñà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ϵabcd àíòèñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû èí-
äåêñîâ

ϵ...a...b... = −ϵ...b...a... . (8.8)

Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îí ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà èíäåêñîâ ñîâ-
ïàäàåò. Çíà÷èò, ϵa1...an ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî åñëè âñå èíäåêñû ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Ïîëàãàÿ

ϵ0 1 2 ...n−1 = 1 , (8.9)

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äðóãèõ ðàññòàíîâîê èíäåêñîâ ϵa1...an = 1 äëÿ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê
èíäåêñîâ è ϵa1...an = −1 - äëÿ íå÷åòíûõ. Òàêèì îáðàçîì, ϵa1...an ðåàëèçóåò ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû Sn, â êîòîðîì åå ÷åòíûå ýëåìåíòû ðåàëèçîâàíû òðèâèàëüíî, à íå÷åòíûå -
óìíîæåíèåì íà −1. Çàìå÷ó, ÷òî âûáîð çíàêà ϵ0 1 2 ...n−1 ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì óäîáñòâà.

Ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì èíñòðóìåíòîì. Íàïðèìåð, ñ åãî ïîìî-
ùüþ ëåãêî îïðåäåëèòü äåòåðìèíàíò è äîêàçàòü, ÷òî îí îáëàäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ñâîéñòâîì. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà Aab . Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

ϵa1...anAb1a1 . . . A
bn
an (8.10)

Ïîñêîëüêó ϵa1...an ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷åí, à ýëåìåíòû ìàòðèöû Aba êîììóòà-
òèâíû, ýòî âûðàæåíèå ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì bi. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî
îíî ïðîïîðöèîíàëüíî ϵb1...bn . Íàçîâåì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äåòåðìèíàí-
òîì det |A|

ϵa1...anAb1a1 . . . A
bn
an := det |A|ϵb1...bn (8.11)

è ïðîâåðèì, ÷òî îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, c îäíîé
ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ,

ϵa1...anAb1c1B
c1
a1 . . . A

bn
cnB

cn
an = det |AB|ϵb1...bn . (8.12)

Ñ äðóãîé,

ϵa1...anAb1c1B
c1
a1 . . . A

bn
cnB

cn
an = det |B|ϵc1...cn Ab1c1 . . . Abncn = det |B| det |A|ϵb1...bn , (8.13)

ò.å.,
det |AB| = det |A| det |B| . (8.14)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íîðìèðîâêà â (8.11) âûáðàíà òàê, ÷òî det |δnm| = 1. Êðîìå
òîãî, èç ôîðìóëû (8.11) ñëåäóåò, ÷òî

det|A| = 1

n!
ϵa1...anϵb1...bnA

b1
a1 . . . A

bn
an (8.15)
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(ϵb1...bn ñ íèæíèìè èíäåêñàìè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ϵb1...bn èëè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
èç ïîñëåäíåãî ïóòåì îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ ïðè íàëè÷èè ìåòðèêè ñ åäèíè÷íûì äåòåðìè-
íàíòîì).

Çàäà÷à8.4.Äîêàçàòü. Óáåäèòñÿ, ÷òî ýòà ôîðìóëà ïðèâîäèò ê îáû÷íîìó îïðåäåëå-
íèþ äåòåðìèíàíòà.

Âàæíîå ñëåäñòâèå ýòîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ϵa1...an è ϵb1...bn ÿâëÿþòñÿ èíâà-
ðèàíòàìè ãðóïïû SL(n).

Çàäà÷à8.5.Äîêàçàòü
Íàéäåì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû áëèçêîé ê åäèíè÷íîé

Aij = δij + εtij.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ äåòåðìèíàíòà ÷åðåç ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû, ïîëó÷àåì

det
∣∣δij + εtij

∣∣ = ϵi1i2...in(δ
i1
1 + εti11)(δ

i2
2 + εti22)...(δ

in
n + εtinn)n

)
+ o(ε2) , (8.16)

ò.å. ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ýòî äàåò âàæíûé ðåçóëüòàò

det
∣∣δij + εtij

∣∣ = 1 + εtkk +O(ε2) . (8.17)

Îïðåäåëåíèå: Ñëåäîì ìàòðèöû tnn íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

tr(t) := tii (8.18)

Çàäà÷à8.6.Äîêàçàòü Ëåììó: êîììóòàòîð [a, b] èìååò íóëåâîé ñëåä äëÿ ëþáûõ ìàò-
ðèö a è b

tr([a, b]) = 0. (8.19)

Ðåøåíèå
Ñëåä îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

tr(ab) = aijb
j
i. (8.20)

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, âèäíî, ÷òî

tr(ab) = tr(ba). (8.21)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåä îò êîììóòàòîðà äâóõ ìàòðèö ðàâåí íóëþ

tr ([a, b]) = tr (ab− ba) = tr(ab)− tr(ba) = tr(ab)− tr(ab) = 0 . (8.22)

Òàê æå î÷åâèäíà ëèíåéíîñòü ñëåäà, ò.å.

tr(c+ d) = cii + dii. (8.23)

Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèå (8.19) ñëóæèò îïðåäåëåíèåì ñëåäà äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû: ñëåäîì tr(a) àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ
ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A→ K â ïîëå, íàä êîòîðûì ïîñòðîåíà A, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ

tr(a ◦ b) = tr(b ◦ a) , ∀a, b ∈ A. (8.24)
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8.1.3 sl(n)

SL(n) - ýòî ãðóïïà ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì. Äåòåðìèíàíò åäèíè÷íîé ìàò-
ðèöû ðàâåí åäèíèöå. Èç (8.17) âûòåêàåò, ÷òî àëãåáðà Ëè sl(n) ýòî àëãåáðà êîììóòàòîðîâ
ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì

tr(t) := tii = 0. (8.25)

Çàäà÷à8.7.C ïîìîùüþ Ëåììû (8.19) óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöû c íóëåâûì ñëåäîì
îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.

8.1.4 o(n)

Â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû

AikA
j
lδij = δkl (8.26)

ïîëîæèì
Aij = δij + εtij. (8.27)

Â ëèíåéíîì ïî ε ïðèáëèæåíèè ýòî äàåò óñëîâèÿ

δijt
i
kδ
j
l + δijδ

i
kt
j
l = 0, (8.28)

÷òî ýêâèâàëåíòíî
δilt

i
k + δjkt

j
l = 0. (8.29)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
tlk := δilt

i
k (8.30)

ïîëó÷àåì óñëîâèå
tlk + tkl = 0. (8.31)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðà Ëè o(n) îïèñûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè

tij = −tji. (8.32)

Çàäà÷à8.8.Óáåäèòüñÿ, ÷òî êîììóòàòîð àíòèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö äàåò àíòèñèì-
ìåòðè÷íóþ ìàòðèöó, ò.å. o(n) äåéñòâèòåëüíî àëãåáðà Ëè.

Â êà÷åñòâå áàçèñà o(n) ìîæíî âûáðàòü àíòèñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

tab := δace
c
b − δbce

c
a. (8.33)

Çàäà÷à8.9.Íàéòè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè o(n)
Ñ ïîìîùüþ (8.5) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

[tab, tcd] = −δbctad + δactbd + δbdtac − δadtbc. (8.34)
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8.1.5 sp(2n)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà SP (2n) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ïîõîæèìè íà (8.33) c
çàìåíîé ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêè δij íà àíòèñèììåòðè÷íóþ íåâûðîæäåííóþ ôîðìó Cij =
−Cji

AikA
j
lCij = Ckl. (8.35)

Çàäà÷à8.10.Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü SP (2n)
Çàäà÷à8.11.Íàéòè ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ àëãåáðû Ëè sp(2n)
Àëãåáðû sl(n), o(n), sp(2n) èñ÷åðïûâàþò ÷åòûðå áåñêîíå÷íûå ñåðèè êëàññè÷åñêèõ

ïðîñòûõ àëãåáð ïî êëàññèôèêàöèè Êàðòàíà (íàä êîìïëåêñíûì ïîëåì). Ïðè ýòîì àë-
ãåáðû o(n) ïðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ n ðàçëè÷àþòñÿ. Êðîìå ýòèõ àëãåáð åñòü åùå ïÿòü
èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáð Ëè g2, f4, e6, e7, e8.

Çàäà÷à8.12.Óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãåáðà gl(n) íå ïðîñòàÿ.

8.1.6 Âåùåñòâåííûå àëãåáðû

Êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð Ëè íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì áîëåå ñëîæíà. Òàê âìåñòî (8.35)
ìîæíî íàïèñàòü

AikA
j
lηij = ηkl. (8.36)

ãäå ηij ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà (ôîðìà). Ïåðåõîäÿ îò ηkl
ê

η′ij = Uk
i U

l
jηkl, (8.37)

ìû ëèøü ìåíÿåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå, ãäå äåéñòâóþò ïîâîðîòû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâ-
íåíèÿ (8.36) ñ ηkl è η

′
kl, ñâÿçàííûìè (8.37), îïèñûâàþò îäíó è òó æå àëãåáðó Ëè. Èç êóðñà

ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçî-
âàíèþ (8.37) îïðåäåëÿþòñÿ èíäåêñîì èíåðöèè, ðàâíûì ðàçíîñòè ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ
è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èíûìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé
ðàçíûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî âçÿòü

ηij = δij , i, j = 1, . . . , p (8.38)

ηij = −δij , i, j = p+ 1, . . . , p+ q, (8.39)

è ηij = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
ÌàòðèöûAij , óäîâëåòâîðÿþùèå (8.36), îáðàçóþò ïñåâäîîðòîãîíàëüíóþ ãðóïïóO(p, q).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè îáîçíà÷àåòñÿ so(p, q).
Çàäà÷à8.13.Äîêàçàòü, ÷òî so(p, q) = so(q, p)
Çàäà÷à8.14.Íàéòè ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ so(p, q)
Îïðåäåëåíèå: Àëãåáðà lr íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû lc,

åñëè ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ èç lr â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àëãåáðû so(p, q) (ñ q > p) çàäàþò ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ôîðìû
êîìïëåêñíîé àëãåáðû o(p+ q|C).

Çàäà÷à8.15.Äîêàçàòü
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Àíàëîãè÷íî, ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ôîðìû sl(n|C) îáîçíà÷àþòñÿ sl(n|R) è su(p, q)
(p+ q = n). sp(2n|C) òàêæå äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ôîðìû.

8.2 Ñèììåòðèè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè áûëà ïîñòðîåíà â 1905 ãîäó êàê ðåçóëüòàò ðàç-
ðåøåíèÿ ïàðàäîêñà òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà Ìàêñâåëëà, ïîñòðîåííîé â ñåðåäèíå 19
âåêà è ïðåäñêàçûâàâøåé, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà íå çàâèñèò îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà. Íà ýòî óøëî ìíîãî óñèëèé ëó÷øèõ óìîâ ñâîåãî âðåìåíè òàêèõ êàê Ýéíøòåéí,
Ëîðåíö, Ïóàíêàðå è äðóãèå. Ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì, ÷òî
ýòî çàíÿëî òàê ìíîãî âðåìåíè. Âî ìíîãîì ïðè÷èíà â òîì, ÷òî íå áûë ðàçâèò íåîáõî-
äèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñâÿçàííûé â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåîðèåé ãðóïï. Ñåé÷àñ
ìû ïîïðîáóåì â ýòîì óáåäèòüñÿ.

Èòàê, ñâåòîâîé ñèãíàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî çàêîíó

xi = xi0 + tvi, vivjδij = c2, (8.40)

ãäå c ñêîðîñòü ñâåòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé êîíñòàíòîé. Ðàçìåðíîñòü c åñòü cm/sec.
Áûâàåò óäîáíî âûáðàòü ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé c = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî è ðàññòîÿíèå
è âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ îäíèìè åäèíèöàìè.

Çàäà÷à8.16. 6.9. ×åìó ðàâíà åäèíèöà âðåìåíè 1cm?
Ïîñëå ýòîãî âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ïîõîæèìè,

÷òî èõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíûé 4-âåêòîð

xa := (x0, xi) , x0 := t , a = 0, 1, 2, 3 , i = 1, 2, 3. (8.41)

xa óäîáíî ïîíèìàòü êàê êîîðäèíàòû åäèíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íàçûâàåìîãî ïðî-
ñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Èç ôîðìóëû (8.40) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó òî÷êàìè xa

è xa0
s2 := (x0 − x00)

2 − (xi − xi0)(x
j − xj0)δij (8.42)

íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íå
ñîâñåì òàê, ïîñêîëüêó àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà ãîâîðèò ëèøü, ÷òî åñëè èíòåðâàë
ðàâíÿëñÿ íóëþ â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà - îí áóäåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ è â ëþáîé äðóãîé.
Íàïðèìåð, èíòåðâàë ìîã áû óìíîæàòüñÿ íà ÷èñëî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìå ê
äðóãîé, ò.å. îòëè÷àòüñÿ íà êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Íî ìèíèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ,
ñîâìåñòèìàÿ ñ íåçàâèñèìîñòüþ çàêîíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà îò ñèñòåìû îòñ÷åòà, òðå-
áóåò èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà. Ãðóïïîâîé ñìûñë ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
ñèëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ââåñòè ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî ηab c íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè

η00 = 1 , ηij = −δij. (8.43)

Òåïåðü èíòåðâàë ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè ya è xa

ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä
s2 = ηab(x

a − ya)(xb − yb) (8.44)
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÒÎ åñòü íè ÷òî èíîå êàê äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèí-
êîâñêîãî. Ãðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ïóàíêàðå
è îáîçíà÷àåòñÿ ISO(1, 3). Îíà âêëþ÷àåò ãðóïïó Ëîðåíöà ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé O(1, 3) êîîðäèíàò xa è ãðóïïó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òðàíñëÿöèé

x′a = Aabx
b + aa , ηacA

a
bA

c
d = ηbd. (8.45)

Çäåñü Aab îïèñûâàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à a
a ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå òðàíñ-

ëÿöèè.
Çàäà÷à8.17.Êàêîâû ðàçìåðíîñòè ãðóïïû Ëîðåíöà è ãðóïïû Ïóàíêàðå?
Çàäà÷à8.18.Íàéòè íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû Ïóàíêàðå
Ãðóïïà Ëîðåíöà ñîäåðæèò îáû÷íûå ïðîñòðàíñòâåííûå âðàùåíèÿ è îòðàæåíèÿ, à

òàêæå áóñòû - ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé. ßâíûé âèä
áóñòîâ íàéòè íå ñëîæíåå, ÷åì íà ëåêöèè 4 ìû âûâåëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé ïðè
ïîâîðîòàõ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäíà ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóãîé âäîëü îñè
x1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî â êîìïîíåíòàõ Aab ãäå
a, b = 0, 1. Óñëîâèå (8.45) äàåò òðè óñëîâèÿ

(A0
0)

2 − (A1
0)

2 = 1 , (8.46)

(A1
1)

2 − (A0
1)

2 = 1 , (8.47)

(A0
0)(A

0
1)− (A1

0)(A
1
1) = 0. (8.48)

Ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ãðóïïû âðàùåíèé, ðàçîáðàííî-
ìó â Ëåêöèè 4,

A0
0 = acosh(ϕ1), A

1
0 = sh(ϕ1), a

2 = 1 , (8.49)

A1
1 = bcosh(ϕ2) , A0

1 = sh(ϕ2), b
2 = 1. (8.50)

Çäåñü çíàêè a = −1 è b = −1 â ïåðâîì è âòîðîì ñîîòíîøåíèÿõ îòâå÷àþò îòðàæåíèÿì
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = b = 1.

Òîãäà òðåòüå ñîîòíîøåíèå äàåò

cosh(ϕ1)sh(ϕ2)− cosh(ϕ2)sh(ϕ1) = 2sh(ϕ2 − ϕ1) = 0 (8.51)

îòêóäà ñëåäóåò ϕ1 = ϕ2 = ϕ. Ýòî äàåò

x′0 = cosh(ϕ)x0 + sh(ϕ)x1, (8.52)

x′1 = cosh(ϕ)x1 + sh(ϕ)x0 . (8.53)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò øòðèõîâàí-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî íåøòðèõîâàííîé

v =
sh(ϕ)

cosh(ϕ)
. (8.54)
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Çàìåòèì, ÷òî |v| âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îäíîé ñèñòåìû îòíî-
ñèòåëüíî äðóãîé íå ìîæåò ïðåâûøàòü ñêîðîñòü ñâåòà.

Çàäà÷à8.19.Ïîêàçàòü, ÷òî

cosh(ϕ) =
1√

1− v2
, sh(ϕ) =

v√
1− v2

. (8.55)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (8.52) è (8.53) äàåò îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé. Â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå
äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì. Ðåëÿòèâèñòñêîå
îáîáùåíèå äàåòñÿ ÷åòûðå-âåêòîðîì èìïóëüñà P a, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

P a := m
dxa

ds
, ds := pdxadxbηab = dt

√
1− v2. (8.56)

Â ðåçóëüòàòå,

P 0 =
m√
1− v2

, P i =
mvi√
1− v2

. (8.57)

Ïîñêîëüêó P a ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåêòîð, P aP bηab ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû Ëîðåí-
öà, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà. Çíà÷èò

P aP bηab = m2 . (8.58)

Çàäà÷à8.20.Äîêàçàòü
Ðàçëàãàÿ P 0, îòîæäåñòâëÿåìîå ñ ýíåðãèåé, ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì

P 0 = m+
mv2

2
+ o(v3) . (8.59)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c = 1 ýòà ôîðìóëà è îçíà÷àåò, ÷òî E = mc2 â ñèñòåìå ïîêîÿ. Çàìå÷ó, ÷òî
ïåðâàÿ ïîïðàâêà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Â
íåðåëÿòèâèçìå ýíåðãèÿ íå ñìåøèâàåòñÿ ñ èìïóëüñîì è ïîýòîìó îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû. Â ÑÒÎ ýòî óæå íå òàê, òàê êàê ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé 4-âåêòîðà.
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9 Ëåêöèÿ 9

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð, 9 Àïðåëÿ 2020 (on-line).

9.1 Ðåëÿòèâèñòñêèå ñèììåòðèè - ïðîäîëæåíèå

Ãðóïïà Ïóàíêàðå ñîäåðæèò ñòîëüêî æå íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, ñêîëüêî è ãðóïïà
Ãàëèëåÿ: 3 âðàùåíèÿ, 3 áóñòà, 3 ïðîñòðàíñòâåííûõ ñäâèãà è îäèí âðåìåííîé. Íî äåé-
ñòâèå ãðóïïû Ïóàíêàðå îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãàëèëåÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè, ãðóï-
ïà Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé ãðóïïû Ãàëèëåÿ. Íàîáîðîò, ãðóïïà Ãàëèëåÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ñæàòèåì ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïàðàìåòðîì äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ñêîðîñòü
ñâåòà c−1. Èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë

s2 = ηab(x
a − ya)(xb − yb) . (9.1)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê â ñëó÷àå ýâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà îðáèòàìè ãðóïïû âðà-
ùåíèé ÿâëÿþòñÿ ñôåðû, â ÑÒÎ îðáèòàìè ãðóïïû Ëîðåíöà ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè ïî-
ñòîÿííîãî s2. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ýâêëèäîâîãî ñëó÷àÿ, â ÑÒÎ ñóùåñòâóåò òðè òèïà
îðáèò:

• s2 > 0: âðåìåíè-ïîäîáíûé èíòåðâàë

• s2 = 0: ñâåòî-ïîäîáíûé èíòåðâàë

• s2 < 0: ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé èíòåðâàë

Íàçâàíèÿ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî s2 > 0 äëÿ ñîáûòèé, ïðîèñøåäøèõ â ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è s2 < 0 äëÿ ñîáûòèé, ïðîèñøåäøèõ â îäèí ìîìåíò
âðåìåíè â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ðàçíûå îðáèòû ãðóïïû Ëîðåíöà èìåþò âèä
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Ïðè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè d > 2 âñå îðáèòû ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè
âðàùåíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, èìååòñÿ åùå îäíà âûðîæäåííàÿ îðáèòà ãðóïïû Ëîðåíöà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷êè - íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ãðóïïà Ëîðåíöà O(3, 1) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû SO(3, 1) è îðòîõðîííóþ
ãðóïïó Ëîðåíöà SO↑(3, 1),

SO↑(3, 1) ⊂ SO(3, 1) ⊂ O(3, 1). (9.2)

Îðòîõðîííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà SO↑(3, 1) íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âðåìåíè, ÷òî âûðà-
æàåòñÿ óñëîâèåì

A0
0 ≥ 1 . (9.3)

Çàäà÷à9.1.Äîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãðóïïîâîì óìíîæåíèè. Óáå-
äèòüñÿ, ÷òî âûáîð êîýôôèöèåíòîâ a = b = 1 â (8.24) îçíà÷àë, ÷òî ðàññìàòðèâàëñÿ
ýëåìåíò SO↑(3, 1).

Âàæíåéøåå îòëè÷èå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îò íåðåëÿòèâèñòñêîé ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ.
Ïðè÷èííî ñâÿçàííûå îáëàñòè ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò íàõîäÿòñÿ âíóòðè êî-
íóñà, ñîñòîÿùåãî èç êîíóñà áóäóùåãî è êîíóñà ïðîøëîãî (âêëþ÷àÿ ãðàíèöó). Îáëàñòü
âíå êîíóñà ïðè÷èííî íå ñâÿçàíà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ò.å. ïåðåäàòü ñèãíàë â ýòó îáëàñòü
èç íà÷àëà êîîðäèíàò íåâîçìîæíî.

Îòñþäà âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå: ñèãíàëû ìîãóò ïåðåäàâàòüñÿ òîëüêî ïîëÿìè,
ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ íå áûñòðåå ñêîðîñòè ñâåòà. Àáñîëþòíî æåñòêèõ òåë (ïàëîê) â
ÑÒÎ ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. Ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûé
îáúåêò A èçëó÷àåò ïîëå, ýòî ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, äîõîäèò äî äðóãîãî îáúåêòà B è
âëèÿåò íà íåãî. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå ýòîé èäåè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå îáúåêòû
ýòî ïîëÿ.

9.2 Ñêàëÿðíîå ïîëå è óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà

Ïîëå - ýòî ôóíêöèÿ îò òî÷åê (êîîðäèíàò) ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè xa. Ïðîñòåéøèì è
îäíîâðåìåííî âàæíûì ïðèìåðîì ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x). Â ÷àñòíîñòè, ñêà-
ëÿðíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå Õèããñà. Ñìûñë òåðìèíà ñêàëÿðíîå ïîëå íå ñòîëüêî â òîì,
÷òî ïîëå ϕ(x) èìååò îäíó êîìïîíåíòó, ñêîëüêî â çàêîíå ïðîåîáðàçîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
g ∈ ISO(3, 1)

x′a := g(x)a , x′a = Aabx
b + aa . (9.4)

Ïóñòü ϕ′(x) ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ g íà ϕ(x). Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çà-
äàåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàííîå ïîëå â ïðåîáðàçîâàííîé òî÷êå ðàâíî èñõîäíîìó
ïîëþ â èñõîäíîé òî÷êå, ò.å.

ϕ′(x′) = ϕ(x) . (9.5)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ

ϕ′(x) = ϕ(g−1(x)) . (9.6)
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Ôóíêöèè ϕ(x) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Φ, òàê êàê èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è
óìíîæàòü íà ÷èñëà. Ïðîñòðàíñòâî Φ áåñêîíå÷íîìåðíî. Î÷åâèäíî, ïðåîáðàçîâàíèå (9.6)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Çàäà÷à9.2.Ïðîâåðèòü
Ðåøåíèå

ϕ(x) = ϕ(x(x′))

x′(x) = g(x) =⇒ x(x′) = g−1(x′).

Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçîâàíèå (9.6) çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Çàäà÷à9.3.Äîêàçàòü è îáúÿñíèòü ïî÷åìó ôîðìóëà (9.6) ñîäåðæèò g−1 â àðãóìåíòå

ϕ(x).
Ðåøåíèå

g1(ϕ(x)) = ϕ(g−1
1 (x)), g2(ϕ(x)) = ϕ(g−1

2 (x)).

g2 ◦ g1(ϕ(x)) = g2(ϕ(g
−1
1 (x))) = ϕ(g−1

1 (g−1
2 (x))) = ϕ((g2 ◦ g1)−1(x)).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Φ îáðàçóåò Ïóàíêàðå-
ìîäóëü.

Ïðèâîäèì ëè ýòîò ìîäóëü? Ñåé÷àñ ìû óáåäèìñÿ, ÷òî äà, ïîñêîëüêó íà ϕ îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíûì íàëîæèòü ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûå óñëîâèÿ (óðàâíåíèÿ) êîòîðûå âû-
äåëÿþò èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà - ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâ-
íåíèé.

×òîáû ýòî ñäåëàòü ââåäåì 4-âåêòîð ïðîèçâîäíîé

∂

∂xa
=:

(
∂

∂x0
,
∂

∂xi

)
, a = 0, 1, ...d− 1 . (9.7)

Â íàøåì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè d = 4.
×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂

∂xa
(9.8)

ïîíèìàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå xa ñ ôèêñèðîâàííûì íîìåðîì a è
íåèçìåííûìè îñòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè xb ñ b ̸= a. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

∂a :=
∂

∂xa
.

Â ýòèõ òåðìèíàõ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∂b(x
a) = δab . (9.9)

Ôóíäàìåíòàëüíîå óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà èìååò âèä

�ϕ(x) +m2ϕ(x) = 0 , (9.10)
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ãäå îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

� := ηab∂a∂b . (9.11)

Ïî îòíîøåíèþ ê ëîðåíöåâûì ïîâîðîòàì îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà òàêæå èíâàðèàíòåí

ηab
∂

∂xa
∂

∂xb
= ηab

∂

∂x′a
∂

∂x′b
. (9.12)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (9.9) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè x′a = Aabx
b , òî ∂a ïðåîáðà-

çóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

∂′a = A−1b
a∂b

Çàäà÷à9.4.Óáåäèòñÿ
Íî ïîñêîëüêó ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê (ïñåâäî)îðòîãîíàëüíîé òàêæå (ïñåâäî)îðòîãîíàëüíà,

îíà îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî ηab, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé (9.12).
Çàìå÷ó, ÷òî, êàê âàì áóäåò ïîêàçàíî â êóðñå àíàëèçà, ïðè îáùåì ïåðåõîäå îò îäíèõ

êîîðäèíàò ê äðóãèì
x′a = x′a(x)

ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂

∂xa
=
∂x′b(x)

∂xa
∂

∂x′b

Çàäà÷à9.5.Óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç ïðåäåë ìàëûõ
ïðèðàùåíèé .

Ðåøåíèå
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

∂

∂xa
ϕ(x).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðà, ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî

∂

∂xa
ϕ(x) =

∂

∂xa
ϕ′(x′) =

∂

∂xa
ϕ′(x′(x)) =

∂x′b

∂xa
∂ϕ′(x′(x))

∂x′b
.

Â èòîãå èìååì
∂

∂xa
=
∂x′b(x)

∂xa
∂

∂x′b
.

Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ ÊÃÔ îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû Ïóàíêà-
ðå ïåðåâîäÿò ëþáîå åãî ðåøåíèå â íåêîòîðîå äðóãîå ðåøåíèå. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òî,
÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å.
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÃÔ îáðàçóåò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
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Φm ⊂ Φ, ò.å. Ïóàíêàðå-ìîäóëü ïðèâîäèì. Áîëåå òîãî, îí áåñêîíå÷íî ïðèâîäèì, òàê êàê
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Φm îòâå÷àåò ëþáîìó âûáîðó ïàðàìåòðà m2 è ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Φm ñ ðàçíûìè m2 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàäà÷à9.6.Äîêàçàòü
Ðåøåíèå

Ïóñòü ϕ1 ∈ Φm1 è ϕ2 ∈ Φm2 , ò.å.

�ϕ1(x) +m2
1ϕ1(x) = 0, (9.13)

�ϕ2(x) +m2
2ϕ2(x) = 0. (9.14)

Ïîäñòàâèì Ôóíêöèþ èç Φm1 â óðàâíåíèå íà Φm2

�ϕ1(x) +m2
2ϕ1(x) = −m2

1ϕ1(x) +m2
2ϕ1(x) =

(
m2

2 −m2
1

)
ϕ1(x) ̸= 0. (9.15)
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10 Ëåêöèÿ 10.

1 êóðñ, 2 ñåìåñòð, 16 Àïðåëÿ 2020 (on-line)

10.1 Âîëíîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÃÔ, íà÷àâ ñ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ m2 = 0. Ðàññìîòðèì
ïëîñêîå ðåøåíèå ϕ(x0, x1), íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò x2 è x3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè x0 è ïðè êàæäîì x1, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé â îðòîãîíàëüíîé
ïëîñêîñòè (x2, x3). Äëÿ òàêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèå (9.10) ïðèîáðåòàåò âèä( ∂2

(∂x0)2
− ∂2

(∂x1)2

)
ϕ(x0, x1) = 0 . (10.1)

Êàê ðåøàòü òàêîå óðàâíåíèå? Ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ýéëåðà

a2 − b2 = (a+ b)(a− b), (10.2)

ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå â âèäå( ∂

∂x0
− ∂

∂x1

)( ∂

∂x0
+

∂

∂x1

)
ϕ(x0, x1) = 0 . (10.3)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè ïðîèçâîäíûõ

∂a∂ b = ∂ b∂a . (10.4)

Çàäà÷à10.1.Óáåäèòüñÿ íà ïîëèíîìàõ.
Î÷åâèäíî, â òàêîé ôîðìå óðàâíåíèå ÊÃÔ äîïóñêàåò ðåøåíèå âèäà

ϕ(x0, x1) = ϕL(x0 + x1) + ϕR(x0 − x1) , (10.5)

ãäå ϕL(x) è ϕR(x) - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
Çàäà÷à10.2.Óáåäèòüñÿ.
Ðåøåíèå

×òîáû ïîñëåäíåå áûëî î÷åâèäíî ïîëåçíî ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì

x+ = x0 + x1, x− = x0 − x1.

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ÊÃÔ äëÿ ôóíêöèè, íå çàâèñÿùåé îò x2 è x3, èìååò âèä

∂2

∂x+∂x−
ϕ(x0, x1) = 0.

Ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëà (10.5) ïðèîáðåòàåò âèä

ϕ(x0, x1) = ϕL(x+) + ϕR(x−) .
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ôîðìóëà çàäàåò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.1), ò.å. ëþáîå åãî
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òàêîì âèäå.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ϕR(x0 − x1) c íåêîòîðûì ïðîôèëåì ϕR(x) . Òàê êàê ïðè x0 →
x0 +∆ è x1 → x1 +∆, ϕR(x0 − x1) íå ìåíÿåòñÿ, îíî îïèñûâàåò äâèæåíèå ýòîãî ïðîôèëÿ
íàïðàâî.

Êàêîâà ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ? Î÷åâèäíî, v = c = 1, ò.å. äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà. Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìå÷ó, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî, òàê êàê ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå, ò.å. ñâåò, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊÃÔ.

Àíàëîãè÷íî, ϕL(x0 + x1) îïèñûâàåò äâèæåíèå íàëåâî. Â 1+1 ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè: äâèæåíèå íàëåâî è íàïðàâî. Â ïðîñòðàíñòâå
áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè d > 2 ïëîñêèå âîëíû ìîãóò äâèãàòüñÿ â ëþáóþ ñòîðîíó. È
õîòÿ íå âñå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè, âñå îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê êîìáèíàöèè ïëîñêèõ âîëí.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âèäà

ϕ(x) = exp ipax
a = exp i(p0x

0 + p1x
1 + . . .) , (10.6)

ãäå pa- ÷èñëà. Íàïîìíþ, ÷òî

exp iφ = cos(φ) + i sin(φ)

Ïîñêîëüêó
∂a exp ipax

a = ipa exp ipax
a , (10.7)

ïîëó÷àåì
� exp ipax

a = −pcpbηcb exp ipaxa . (10.8)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ÊÃÔ ñ ìàññîé m ðåøàåòñÿ, åñëè

papbη
ab = m2 (10.9)

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

p20 = m2 +
∑
n

p2n , n = 1, 2, 3 . (10.10)

Êàê ñòàíåò ÿñíî ïîçäíåå, ýòà ôîðìóëà ñíîâà âûðàæàåò ôîðìóëó Ýéíøòåéíà E = mc2.
Î÷åâèäíî, ν := p0

2π
- ÷àñòîòà êîëåáàíèé â (ëþáîé) òî÷êå x. ×åì áîëüøå p0 - òåì âûøå

÷àñòîòà êîëåáàíèé.
p⃗n - âîëíîâîé âåêòîð - âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå. Ó p⃗n åñòü íàïðàâëåíèå è äëèíà. Ïóñòü

p⃗n ñìîòðèò â íàïðàâëåíèè 1, ò.å.

p1 = p , p2 = p3 = 0 . (10.11)

Òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä
exp i(p0x

0 + px1) (10.12)
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è èìååò ïåðèîä 2π
p
ïî íàïðàâëåíèþ x1. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò âîëíó,

áåãóùóþ íàëåâî ïî íàïðàâëåíèþ x1. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ÊÃÔ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ âîëíî-
âûì.

Óðàâíåíèå (10.10) èìååò äâà ðåøåíèÿ

p0 = ±
√
m2 + p⃗2 . (10.13)

Ïðè m = 0, p0 = ±
√
p⃗2 â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì àíàëèçîì áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ. Ïðè

m ̸= 0, p0 è p íå ïðîïîðöèîíàëüíû.
Äâå âåòâè ðåøåíèé ñ p0 > 0 è p0 < 0, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíî-

÷àñòîòíûìè è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûìè. Ýòè ðåøåíèÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Åñëè
ïîëå ϕ(x) âåùåñòâåííî, òî îíè îáà îáÿçàíû ïðèñóòñòâîâàòü

ϕ(x) = f+(p⃗) + f−(−p⃗) . (10.14)

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ f±(p) ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè: f+ - îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ÷à-
ñòèö, à f− - îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ. Ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ ðàçëè÷àåò ïîëîæèòåëüíî-
è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûå ðåøåíèÿ. Ýòî ðàçäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì è ñëóæèò îäíèì
èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ êâàíòîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëåé. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáå
âåòâè ðàâíîïðàâíû.

pa îêàçûâàåòñÿ 4-èìïóëüñîì. p0 = hν = ~ω - ýíåðãèÿ. p = hλ - èìïóëüñ. h -ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà

h = 2π~ , ~ = 1.05410−27erg sec . (10.15)

Óðàâíåíèå ÊÃÔ îïèñûâàåò ñâîáîäíûå ÷àñòèöû íà ïîäëåòå ê çîíå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè ïîïðàâêàìè ê óðàâíåíèÿì. Íàïðèìåð, äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàêèå ïîïðàâêè ìîãóò èìåòü âèä

�ϕ+m2ϕ+ λϕ3 = 0 . (10.16)

Ïîýòîìó çàäà÷à òåîðèè ïîëÿ è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñîñòîèò èç äâóõ:
Îïèñàíèå âîçìîæíûõ òèïîâ ÷àñòèö.
Îïèñàíèå èõ âîçìîæíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
Ýòà ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ â âûñøåé ñòåïåíè íåòðèâèàëüíîé è èíòåðåñíîé.
Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîé ïåðâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîãî

àíàëèçà ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèììåòðèé.

10.2 Ãðóïïîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî óðàâíåíèå ÊÃÔ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû Ïóàíêàðå (9.4), äåéñòâóþùèå ïî ôîðìóëå (9.6), ïåðåâîäÿò ðåøåíèÿ
â ðåøåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÃÔ îáðàçóþò ISO(3, 1)-ìîäóëü. Åñëè
îãðàíè÷èòüñÿ îðòîõðîííîé ïîäãðóïïîé ISO↑(3, 1) ⊂ ISO(3, 1), íå èçìåíÿþùåé íàïðàâ-
ëåíèå ñòðåëû âðåìåíè, ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò åå
ïîäìîäóëè V ±

m .
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Çàäà÷à10.3.Óáåäèòüñÿ
Ðåøåíèå
Â ïðîøëîé ëåêöèè óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ïåðå-

âîäÿò îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÃÔ â äðóãîå ðåøåíèå ñ òîé æå ìàññîé. Íóæíî óáåäèòñÿ,
÷òî åñëè ðåøåíèå áûëî ïëîñêîé âîëíîé, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç ISO↑(3, 1) îíî îñòà-
íåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé (10.12). Ïðè òðàíñëÿöèÿõ ðåøåíèå óìíîæàåòñÿ íà êîìïëåêñíîå
÷èñëî:

x′a = xa + va =⇒ exp{ipax′a} = exp{ipaxa} exp{ipava} = A exp{ipaxa}.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äåéñòâóþò íà èìïóëüñ êàê íà 4-âåêòîð:

x′a = Λabx
b =⇒ exp{ipaΛabxb} = exp{i (paΛab)xb} = exp{ip′axa} ,

ïåðåâîäÿ îäíî ïëîñêîâîëíîâîå ðåøåíèå â äðóãîå.
Ïóàíêàðå-ìîäóëè, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì óðàâíåíèé ÊÃÔ, íåïðèâîäèìû. Ôàêòè÷å-

ñêè, ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôàêòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì òåîðèè
Ôóðüå, ÷òî ëþáîå (õîðîøåå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÃÔ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí

ϕ(x) =

∫
d3p⃗(ϕ+(p⃗) exp ipax

a + ϕ−(p⃗) exp−ipaxa) , p0 =
√
m2 + p⃗2 .

Çàäà÷à10.4.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ Ïóàíêàðå-ìîäóëåé.
Ðåøåíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî òðàíñëÿöèè íå ìîãóò ïîâëèÿòü íà ¾÷àñòîòíîñòü¿ âåòâåé. Ïîñêîëüêó ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îðòîõðîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî çíàê âûðàæåíèÿ p0x

0 â ýêñïî-
íåíòå íå èçìåíèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñ èïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåé çàäà÷è,
ìîäóëè V ±

m èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïîñêîëüêó äåéñòâè-
åì ãðóïïû Ëîðåíöà ìîæíî ïåðåâåñòè ëþáîé âåêòîð pn c p0 > 0, p2 = m2 ≥ 0 â ëþáîé
äðóãîé, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì îãðàíè÷åíèÿì, ýòî äîêàçûâàåò íåïðèâîäèìîñòü V ±

m .
Â ðàçëîæåíèè Ôóðüå, ýëåìåíòàðíûå ïðîñêèå âîëíû îáðàçóþò íå÷òî âðîäå áàçèñà

áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ V ±
m .

Çíàÿ êàê äåéñòâóþò íà ñêàëÿðíîå ïîëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû Ïóàíêàðå íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü çàêîí äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëû (9.4)
è (9.6) ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïàðàìåòðàìè

x′a = xa + ωabx
b − ϵa , ωab = −ωba . (10.17)

Çäåñü ωab
1 çàäàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé ëîðåíöåâ ïîâîðîò, à ϵa - áåñêîíå÷íî ìàëûé ñäâèã

(çíàêè âûáðàíû äëÿ áóäóùåãî óäîáñòâà). Ñîîòâåòñòâóþùåå èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äàåò

ϕ′(x) = ϕ(xa − ωabx
b + ϵa) = ϕ(xa) + ϵb∂bϕ(x

a)− ωbcx
c∂bϕ(x

a) + . . . , (10.18)

1Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ωab ñëåäóåò èç àíòèñèììåòðèè ãåíåðàòîðîâ, êîòîðàÿ áûëà ïîêàçàíà â 8.1.4
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ãäå ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò íåñóùåñòâåííûå äëÿ äàëüíåéøåãî ÷ëåíû áîëåå âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé ïî ωab è ϵa. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè êàê êîýôôèöèåíòîâ
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïàðàìåòðàõ

g = I + ϵaPa +
1

2
ωabLab , (10.19)

ïîëó÷àåì ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé Pa è ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé Lab â âèäå

Pa = ∂a , Lab = xa∂ b − xb∂a . (10.20)

Çàäà÷à10.5.Óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå èìååò âèä

[Pa, Pb] = 0 (10.21)

[Lab, Pc] = ηbcPa − ηacPb (10.22)

[Lab, Lcd] = (ηbcLad − ηacLbd − ηbdLac + ηadLbc) (10.23)

Êîììåíòàðèé
Îïåðàòîðíûå ðàâåíñòâà âûøå íóæíî ïîíèìàòü â ñëåäóþùåì ñìûñëå

[Pa, Pb]ϕ(x) = (∂a∂b − ∂b∂a)ϕ(x) = 0ϕ(x) , (10.24)

ò.å. êàê áóäòî îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà íåêîòîðóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ.
Çàäà÷à10.6.Ïðîâåðèòü, ÷òî òðàíñëÿöèè îáðàçóþò èäåàë àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïó-

àíêàðå.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (10.21),(10.22), (10.23) îïðåäåëÿþò áîëüøóþ ÷àñòü

ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ÑÒÎ. Âàæíî, ÷òî õîòÿ ìû èõ âûâåëè â îïðåäåëåííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå íå çàâèñÿò îò
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à î êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì
ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè Ïóàíêàðå-ìîäóëåé. Íà÷íåì ïîñòåïåííî
äâèãàòüñÿ â ýòó ñòîðîíó.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ïëîñêèå âîëíû õàðàêòåðíû òåì, ÷òî îíè
îáðàçóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà èìïóëüñà

Paϕp(x) = ipaϕp(x) , ϕp(x) := exp i pax
a . (10.25)

Çàìå÷ó, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò äðóãóþ íîðìèðîâêó îïåðàòîðà
èìïóëüñà

Pa → iPa

÷òîáû åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áûëè âåùåñòâåííûìè. ß íå áóäó ýòîãî äåëàòü, ÷òîáû íå
ââîäèòü ìíèìóþ åäèíèöó â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Çàäà÷à10.7.Ïî÷åìó îïåðàòîðû èìïóëüñà ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü îäíîâðåìåííî?
×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàì ïîíàäîáèòñÿ âàæíîå ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé îáåð-

òûâàþùåé àëãåáðû Ëè.
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10.3 Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà è îïåðàòîðû

Êàçèìèðà

Ïóñòü l - àëãåáðà Ëè ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

[ti , tj] = fkijtk . (10.26)

Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà U(l) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû, ñâîáîäíî ïîðîæäåííîé îáðàçóþùèìè ti, îòôàêòîðèçîâàííîé ïî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè (10.26), ãäå [ , ] òåïåðü ïîíèìàåòñÿ êàê êîììóòàòîð â U(l).

Ïðîñòûìè ñëîâàìè, U(l) - ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé

f(t) =
∞∑
n=0

Ai1,i2,... ,inti1 ◦ ti2 ◦ . . . ◦ tin (10.27)

ýëåìåíòîâ ti, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

ti ◦ tj − tj ◦ ti = fkijtk . (10.28)

Çàäà÷à10.8.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (10.28) ïîçâîëÿþò âûáðàòü áàçèñ â U(l) ñ
ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè Ai1,i2,... ,in .

Ðåøåíèå
Ïóñòü êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì i1 è i2, òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ìîíîì èç ñóììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ai1i2...in ti1 ◦ ti2 ◦ ... ◦ tin =
1

2
Ai1i2...in (ti1 ◦ ti2 − ti2 ◦ ti1) ◦ ... ◦ tin =

=
1

2
Ai1i2...infki1i2tk ◦ ... ◦ tin = Ãki3...intk ◦ ti3 ◦ ... ◦ tin .

Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ (10.28) ìîæåò áûòü óñòðàíåíà ëþáàÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòü êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Ai1i2...in .

Îïðåäåëåíèå: Öåíòðîì àëãåáðû C ⊂ A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
cα ∈ A, ÷òî

cα ◦ a = a ◦ cα ∀a ∈ A . (10.29)

Ýëåìåíòû öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(l) íàçûâàþòñÿ îïåðàòî-
ðàìè Êàçèìèðà àëãåáðû Ëè l.

Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå - ýòî àññîöèàòèâíàÿ
àëãåáðà ôóíêöèé îò Pa è lab.

Çàäà÷à10.9.Óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð

c2 := PaPbη
ab (10.30)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà â àëãåáðå Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.
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Ïîñêîëüêó îí êâàäðàòè÷åí ïî ýëåìåíòàì iso(3, 1), c2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì îïå-
ðàòîðîì Êàçèìèðà. Íà ýòîì ÿçûêå óðàâíåíèå ÊÃÔ ïðèîáðåòàåò âèä

c2ϕ+m2ϕ = 0 . (10.31)

×òîáû îöåíèòü âàæíîñòü ýòîé èíòåðïðåòàöèè íóæíî ïðèìåíèòü ëåììó Øóðà, êîòîðàÿ
ãëàñèò, ÷òî â (óíèòàðíîì) íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè l âñå åå îïåðàòîðû
Êàçèìèðà êðàòíû åäèíè÷íîìó.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî óðàâíåíèå ÊÃÔ ñ òîé èëè èíîé ìàññîé äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè, íî è äëÿ ëþáûõ
äðóãèõ ïîëåé, îïèñûâàþùèõ ýëåìåíòàðíûå (íåðàçëîæèìûå) ÷àñòèöû. Â ÷àñòíîñòè, îíî
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ìàññîé m = 0.
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11 Ëåêöèÿ 11. 1 êóðñ, 2 ñåìåñòð, 23 Àïðåëÿ 2020

11.1 Àëãåáðà Âåéëÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ñåãîäíÿ ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì è ñâÿçàííûõ ñ ýòîé çàäà÷åé
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Îäíèì èç òàêèõ ïîíÿòèé, íåÿâíî óæå èñïîëüçîâàâøåìñÿ ïðè
âû÷èñëåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Âåéëÿ, êîòîðàÿ åñòü íè ÷òî èíîå êàê àëãåáðà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, àëãåáðà Âåéëÿ An ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè ∂a,
xa (a = 1, 2, . . . n), ïîä÷èíåííûìè ñîîòíîøåíèÿì

[∂a, x
b] = δbaI , [xa, xb] = 0 , [∂a, ∂b] = 0, (11.1)

ãäå [ , ] - êîììóòàòîð ïî îòíîøåíèþ ê çàêîíó êîìïîçèöèè â An. Òåðìèí îáðàçóþùèå
îçíà÷àåò, ÷òî An - ýòî àëãåáðà âñåâîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ îò ∂a è x

a, ïîä÷èíåííûõ ñîîò-
íîøåíèÿì (11.1). Èíûìè ñëîâàìè, An ýòî îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà ñîîòíîøåíèé (11.1).

Óáåäèìñÿ, ÷òî An ýòî àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
An-ìîäóëü F , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Ôîêà. Ïî îïðåäåëåíèþ, F ñîäåðæèò ýëåìåíò
|0⟩, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∂a|0⟩ = 0 . (11.2)

Òàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì âåêòîðîì èëè ôîêîâñêèì âàêóóìîì. Ìîäóëü F
ñòðîèòñÿ ïóòåì äåéñòâèÿ ýëåìåíòàìè xa íà |0⟩ . Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé ýëåìåíò |f⟩ ∈ F
èìååò âèä

|f⟩ := f(x)|0⟩ =
∞∑
k=0

fa1...akx
a
1 . . . x

a
k|0⟩ . (11.3)

Çàäà÷à11.1.Óáåäèòüñÿ, ÷òî F îáðàçóåò An-ìîäóëü. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó F ñòðîèòñÿ
òîëüêî ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ xa.

Ðåøåíèå
F äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ An-ìîäóëåì. Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà àëãåáðû íà
|f⟩ èç F äàñò íåêîòîðûé íîâûé ýëåìåíò |f ′⟩.

a|f⟩ =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

Ai1...im
j1...jnxi1 ...xim∂j1 ...∂jn

∞∑
k=0

fa1...akx
a1 ...xak |0⟩ =

=
∞∑
m=0

∞∑
n=0

Ai1...im
j1...jnxi1 ...xim∂j1 ...∂jn−1

∞∑
k=0

fa1...ak∂jmx
a1 ...xak |0⟩. (11.4)

Ïðåäñòàâèòü ýëåìåíò àëãåáðû An â òàêîì âèäå ìîæíî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (11.1). Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, âûðàæåíèå, â êîòîðîì ðàññòàíîâêà èíàÿ

xa1 ...xan−1∂bx
an = xa1 ...xan−1(δanb + xan∂b) = xa1 ...xan−1δanb + xa1 ...xan−1xan∂b. (11.5)
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Ò.å. èç ìîíîìà ñ ¾íåïðàâèëüíîé¿ ðàññòàíîâêîé îïåðàòîðîâ, ïåðåíîñÿ âñå ∂b íàïðàâî,
ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ìîíîìîâ ñ ðàññòàíîâêîé êàê â (11.4). Ðàññìîòðèì îòäåëüíî
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ â (11.4)

∂jmx
a1 ...xak |0⟩ =

[
δa1jmx

a2 ...xak + xa1δa2jmx
a3 ...xak + ...xa1 ...xak−1δakjm + xa1 ...xak∂jm

]
|0⟩ =

=
[
δa1jmx

a2 ...xak + xa1δa2jmx
a3 ...xak + ...xa1 ...xak−1δakjm

]
|0⟩. (11.6)

Çäåñü â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå áûëî èñïîëüçîâàíî (11.2).
Òàêèì îáðàçîì, ôîêîâñêèé ìîäóëü àëãåáðû Âåéëÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôóíê-

öèé (íàïðèìåð, ïîëèíîìîâ) f(x).
Çàäà÷à11.2.×åìó îòâå÷àåò âàêóóì |0⟩ ?
×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãåáðà Âåéëÿ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê àëãåáðà äèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ íàäî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî êîììóòàòîð [ , ] â ïðîèçâîëüíîé
àññîöèàòèâíîé àëãåáðå çàäàåò åå äèôôåðåíöèðîâàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ôîðìóëå Ëåéá-
íèöà

[a, bc] = [a, b]c+ b[a, c] . (11.7)

Çàäà÷à11.3.Äîêàçàòü
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A, ëþáàÿ îïåðàöèÿ D(a) ∈ A ∀a ∈ A íàçûâàåòñÿ åå

äèôôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè

D(ab) = D(a)b+ aD(b) ∀a, b ∈ A . (11.8)

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð è àëãåáð Ëè, ïîðîæäàåìûå îïåðàöèåéDa(b) =
[a, b], íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè.

Çàäà÷à11.4.Äîêàçàòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå Da çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåá-
ðû Ëè

Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå îòñþäà âûòåêàåò îáû÷íîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà

∂a(f1(x)f2(x))|0⟩ = (∂a(f1(x))f2(x) + f1(x)∂a(f2(x)))|0⟩, (11.9)

êîòîðîå ñ ó÷åòîì (11.1) è îçíà÷àåò, ÷òî ∂a åñòü íè ÷òî èíîå êàê ïðîèçâîäíàÿ.
Çàäà÷à11.5.Äîêàçàòü, ÷òî

∂a(f1(x)f2(x))|0⟩ = ∂af1(x)f2(x)|0⟩ (11.10)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîé èëè èíîé àëãåáðû
Ëè l èëè àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A ñàìè îáðàçóþò àëãåáðó Ëè D(l) è D(A) ñ ëèåâñêîé
îïåðàöèåé

[D1, D2](a) := D1(D2(a))−D2(D1(a)) . (11.11)

Çàäà÷à11.6.Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ äèôôåðåíöèðîâàíèé òîæå çàäàåò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå.

Ðåøåíèå
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Äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ïóñòü

D3 = [D1, D2], (11.12)

íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
D3(ab) = D3(a)b+ aD3(b). (11.13)

D3(a) = [D1, D2](a) = D1(D2(a))−D2(D1(a)) (11.14)

D3(ab) = [D1, D2](ab) = D1(D2(ab))−D2(D1(ab)) =

= D1(D2(a)b+ aD2(b))−D2(D1(a)b+ aD1(b)) =

= D1(D2(a))b+D2(a)D1(b) +D1(a)D2(b) + a(D1(D2(b))−
−D2(D1(a))b−D1(a)D2(b)−D2(a)D1(b)− aD2(D1(b)) =

= D1(D2(a))b−D2(D1(a))b+ a(D1(D2(b))− aD2(D1(b)). (11.15)

Çàäà÷à11.7.Äîêàçàòü, ÷òî âíóòðåííèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàçóþò èäåàë àëãåá-
ðû âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.

Ðåøåíèå
Ïóñòü D � íåêîòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, Da � âíóò-
ðåíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, íóæíî ïîêàçàòü

[D,Da](b) = [c, b] = Dc(b). (11.16)

Äåéñòâèòåëüíî

[D,Da](b) = D([a, b])− [a,D(b)] = D(a)b+ aD(b)−D(b)a− bD(a)− aD(b) +D(b)a =

= D(a)b− bD(a) = [D(a), b]. (11.17)

11.2 Îïåðàòîðû Êàçèìèðà è ëåììà Øóðà

Êàê îáñóæäàëîñü íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà íàçûâàþòñÿ òàêèå
ýëåìåíòû c ∈ U(l), êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè l.

Çàäà÷à11.8.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé òàêîé c êîììóòèðóåò ñ U(l), ò.å. ïðèíàäëåæèò åå
öåíòðó.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê êâàäðàòè÷íîìó Êàçèìèðó àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå

c2 := PaPbη
ab . (11.18)

c2 î÷åâèäíî êîììóòèðóåò ñ Pc. Âû÷èñëèì êîììóòàòîð ñ Ëîðåíöåâûìè ïîâîðîòàìè, èñ-
ïîëüçóÿ, ÷òî êîììóòàòîð çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå.

[L, c2] = ([Lab, Pc]Pd + Pc[Lab, Pd])η
cd = (11.19)

= (ηbcPaPd + PcPaηbd)η
cd − a↔ b = PaPb − PbPa = 0 .
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Ôàêòè÷åñêè, ýòî óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Pa ïðå-
îáðàçóåòñÿ êàê âåêòîð è ïîýòîìó åãî êâàäðàò íå ìåíÿåòñÿ.

Äîêàæåì òåïåðü âàæíûé ôàêò, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
Ëåììà Øóðà: Ïóñòü l - àëãåáðà Ëè, c - íåêîòîðûé åå îïåðàòîð Êàçèìèðà è V - íåïðè-
âîäèìûé l-ìîäóëü. Òîãäà äåéñòâèå c íà V êðàòíî åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó

cv = λv ∀v ∈ V , λ ∈ K . (11.20)

äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ K (ñ îäíèì è òåì æå λ äëÿ âñåõ v ∈ V ).
Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ, íàïðèìåð, òàê. Òàê êàê c − λI êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì

àëãåáðû l è l-ìîäóëü V íåïðèâîäèì, îòîáðàæåíèå

(c− λI)V → V (11.21)

ÿâëÿåòñÿ ëèáî èçîìîðôèçìîì ëèáî íóëåâûì. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, çàìåòèâ, ÷òî ÿäðî
è îáðàç ýíäîìîðôèçìà V → V ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè V .

Çàäà÷à11.9.Äîêàçàòü

Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ K ó ëþáîãî îïåðàòîðà c íàéäåòñÿ õîòÿ áû
îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð vλ ñ íåêîòîðûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ÿäðî c − λI íå ïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò v. Íî òîãäà c − λI äîëæíî äåéñòâîâàòü íóëåì
íà íåïðèâîäèìîì l-ìîäóëå V . �

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ l-ìîäóëåé. Òåì
íå ìåíåå, Ëåììà Øóðà ïðèìåíèìà è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè, íàïðèìåð, îãðà-
íè÷èòüñÿ óíèòàðíûìè ìîäóëÿìè, êîòîðûå è àññîöèèðóþòñÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöà-
ìè.

Ïðîñòîé, íî âàæíûé ôàêò: íà ýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ìîäóëÿõ îïåðàòîðû
Êàçèìèðà ñîâïàäàþò

Çàäà÷à11.10.Äîêàçàòü
Ðåøåíèå

Ïðåäñòàâëåíèÿ V è V ′ íåêîòîðîé ãðóïïû G èëè àëãåáðû g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V → V ′ U (ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäîáèÿ), ïðè êîòîðîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ

T (G̃) = U−1T ′(G̃)U, G̃ ∈ G, (11.22)

åñëè V è V ′ � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G è

t(g̃) = U−1t′(g̃)U, g̃ ∈ g, (11.23)

åñëè V è V ′ � ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû g.
Åñëè t(c − λI)V = 0, òîãäà íà ýêâèâàëåíòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå
Ut(c− λI)U−1V ′ =

(
t′(c)− λI

)
V ′ = 0 (11.24)
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Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òî V ′ = UV .
Âàæíîå ñëåäñòâèå: åñëè çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà íà äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìî-

äóëÿõ íå ñîâïàäàþò, òî ìîäóëè íåýêâèâàëåíòíû.

11.3 Âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî

Âîçâðàùàÿñü ê àíàëèçó iso(3, 1)-ìîäóëåé, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé
(=ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

PaP
aϕ+m2ϕ = 0 , (11.25)

ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ ÊÃÔ. Èòàê, óðàâíåíèå ÊÃÔ âñåãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè. Â ñëó÷àå m2 > 0 ïàðàìåòð m äåéñòâè-
òåëüíî îïèñûâàåò ìàññó ïîêîÿ ÷àñòèöû. Ñëó÷àé m2 < 0 ôèçè÷åñêè ìåíåå èíòåðåñåí. Îí
îòâå÷àåò òàõèîíàì.

Çàäà÷à11.11.Óáåäèòüñÿ, ÷òî òàõèîíû âñåãäà äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ áîëüøå ñêî-
ðîñòè ñâåòà.

Íà äðóãîì ÿçûêå, òàõèîíû îòâå÷àþò íåóñòîé÷èâûì ñèñòåìàì, ó êîòîðûõ ýíåðãèÿ íå
îãðàíè÷åíà ñíèçó (îïðîêèíóòûé ïîòåíöèàë). Â ïðèðîäå íå âñòðå÷àþòñÿ - íàâåðíîå âñå
óëåòåëè.

Âàæíûé âîïðîñ - êàêèå åùå îïåðàòîðû Êàçèìèðà åñòü ó iso(3, 1)? ×òîáû ïîñòðîèòü
åùå îäèí îïåðàòîð Êàçèìèðà c4 ââåäåì òàê íàçûâàåìûé âåêòîð Ïàóëè- Ëþáàíñêîãî

W a := ϵabcdPbLcd . (11.26)

Îòìåòèì, ÷òî â òàêîé ôîðìå ýòó ôîðìóëó óäîáíî ïðèìåíÿòü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðè d > 4 óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðå-
òüåãî ðàíãà

Wabc := PaLbc + PbLca + PcLab . (11.27)

Çàìå÷ó, ÷òî âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé U(iso(3, 1)).
Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü äâà ñâîéñòâà.

1. W a ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Â èíôèíèòå-
çèìàëüíîé ôîðìå ýòî óñëîâèå èìååò âèä

[Lab,W
c] = δcbW

a − δcaW
b . (11.28)

Çàäà÷à11.12.Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû, èëè äîêàçàòü,
÷òî Wabc - òåíçîð

2. W b êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñäâèãà

[Pa,W
b] = 0 (11.29)

Çàäà÷à11.13.Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè iso(3, 1).
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Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ÷åòâåðòè÷íûé îïåðàòîð Êàçèìèðà

c4 := W aWa . (11.30)

Çàäà÷à11.14.Óáåäèòüñÿ, ÷òî

[Pa, c4] = 0 , [Lab, c4] = 0 . (11.31)

Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà îïåðàòîðà Êàçèìèðà - c2 è c4. Â
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ èõ áîëüøå: èìåííî c2, c4, . . . cn, . . . c2[d/2].

Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå òèïû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö õàðàêòåðèçóþòñÿ
äâóìÿ ÷èñëàìè - ìàññîé è ñïèíîì. Ìàññà ñâÿçàíà ñ c2, à ñïèí ñ c4:

c4 = m2s(s+ 1) , s = 0, 1/2 , 1 , 3/2, . . . . (11.32)

Çàäà÷à11.15.Ïðîâåðèòü äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ÷òî îíî îáëàäàåò ñïèíîì 0
Ðåøåíèå

Ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðîñò. Íå íóæíî ñ÷èòàòü äåéñòâèå âñåãî ÷åòâåðòè÷íîãî îïåðà-
òîðà Êàçèìèðà, à äîñòà÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî äåéñòâóåò íóëåì
íà ñêàëÿðíîå ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî

W aϕ(x) = ϵabcdPbLcdϕ(x) = ϵabcd∂b
(
xc∂d − xd∂c

)
ϕ(x) =

= 2ϵabcd∂bxc∂dϕ(x) = 2ϵabcd(ηbc + xc∂b)∂dϕ(x) = 0. (11.33)

Íàèâíî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî äåéñòâèå âåêòîðà Ïàóëè-Ëþáàíñêîãî íà ëþáîå ïîëå äàñò
íîëü. Ýòî íå òàê! Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî çíà÷åíèÿ íà äðóãèõ ïîëÿõ, íàïðèìåð íà âåêòîð-
íîì, íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëîðåíöà äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ, êîòîðîå óæå íå åñòü Lab = xa∂b − xb∂a.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëåé ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé, íå î÷åíü òðóäíî îïèñàòü èõ âñå.
Ìû ñäåëàåì ýòî â îñòàâøèõñÿ â ýòîì ñåìåñòðå ëåêöèÿõ, íà÷àâ â ñëåäóþùåé ëåêöèè ñ
èçó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî äëÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è òåíçîðà.
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Ëåêöèÿ 12.

1 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 30 àïðåëÿ 2020.

12.4 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ìû èçó÷èëè ñêàëÿðíîå ïîëå (ñïèí 0). Êàêèå åùå ðåëÿòèâèñòñêèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ?
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ îòâåòîì íà âîïðîñ êàêèå ñóùåñòâóþò ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå. Òî, ÷òî äàæå êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëîðåíöà è
Ïóàíêàðå áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëåäóåò èç êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðóþ
ÿ ñåé÷àñ ââåäó.

Ïóñòü V1 è V2 äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà. Ìû çíàêîìû ñ ïîíÿòèåì ïðÿìîé ñóììû
V1 ⊕ V2: ýëåìåíòû (v1 , v2) ñ ëèíåéíûì äåéñòâèåì

λ(v1 , v2) + µ(w1 , w2) = (λv1 + µw1 , λv2 + µw2) .

Åñëè {ei} è {eα} - áàçèñû â V1 è V2, òî áàçèñ â V1 ⊕ V2 åñòü {ei , eα}.
Çàäà÷à12.1.Â ÷åì ðàçëè÷èå ïîíÿòèé ïðÿìîé ñóììû V1 ⊕ V2 è ëèíåéíîé îáîëî÷êè

Span(V1, V2) äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2?
Ðåøåíèå

Åñëè âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V1 è V2 èìåþò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî

Span(V1, V2) = V1 ⊕ V2, if V1 ∩ V2 = ∅. (12.1)

Åñëè æå ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, òî

Span(V1, V2) =
(
V1\(V1 ∩ V2)

)
⊕
(
V2\(V1 ∩ V2)

)
⊕
(
V1 ∩ V2

)
. (12.2)

Ìîæíî òàê æå ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ðàçìåðíîñòè

dim
(
Span(V1, V2)

)
= dim

(
V1 ⊕ V2

)
− dim

(
V1 ∩ V2

)
. (12.3)

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåò äðóãóþ îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ äâóì ïðîñòðàí-
ñòâàì V è W òðåòüå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ V ⊗ W . Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ýòî çàìåíà ïîíÿòèÿ äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ×W , ñîãëàñîâàííàÿ ñ ëè-
íåéíîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî

(a1v1+a2v2)⊗ (b1w1+ b2w2) = a1b1v1⊗w1+a2b1v2⊗w1+a1b2v1⊗w2+a2b2v2⊗w2 . (12.4)

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé îáîëî÷êè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
Span(V ×W ).

Çàäà÷à12.2.Êàêîâà ðàçìåðíîñòü Span(V1 × V2)?
Ðåøåíèå

Ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Span(V1 × V2) çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæ-
äóþ ïàðó (v1, v2) èç äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
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ýëåìåíòîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå â Span(V1 × V2) êîíòèíóàëüíî ìíî-
ãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ñëåäîâàòåëüíî

dim (Span(V1 × V2)) = ∞. (12.5)

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Span(V1×V2)/E
ãäå E - ïîäïðîñòðàíñòâî Span(V1 × V2), íàòÿíóòîå íà ñîîòíîøåíèÿ ôàêòîðèçàöèè, ò.å.

E = Span{(a1v1+a2v2)⊗(b1w1+b2w2)−a1b1v1⊗w1−a2b1v2⊗w1−a1b2v1⊗w2−a2b2v2⊗w2}

Çàäà÷à12.3.Äîêàçàòü.
Ðàçëàãàÿ âåêòîðû v ∈ V , w ∈ W ïî áàçèñàì {ei} ∈ V , {fα} ∈ W

v =
∑
i

viei , w =
∑
α

wαfα ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗W ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ei ⊗ fα, êîòîðûå è îáðàçóþò áàçèñ V ⊗W . Ïî îïðåäåëåíèþ òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âñå ýòè âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çàäà÷à12.4.Óáåäèòüñÿ.
Ðåøåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñ â V ⊗W ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàñèìûì, ò.å.∑
i

∑
α

Ai,αei ⊗ fα = 0. (12.6)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå∑
i

ei ⊗

(∑
α

Ai,αfα

)
=
∑
α

(∑
i

Ai,αei

)
⊗ fα = 0 . (12.7)

Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîñòàâëÿþò
òðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðè ñâåðòêå ïî èíäåêñó α èëè i ñîîòâåòñòâåííî,
òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ei è fα áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ V è W . Ñëåäîâàòåëüíî, íå
ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ Ai,α, óäîâëåòâîðÿþùèõ (12.6).

Çàäà÷à12.5.Ïóñòü dimV1 = N1 è dimV2 = N2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî dimV1 ⊗ V2 = N1N2.
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîåêòèâíîñòè: V ⊗W - ìàêñèìàëüíîå

ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì áèëèíåéíîñòè ïî ñîìíîæèòåëÿì. Ôîðìàëüíî ýòî

ñâîéñòâî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V ×W
ρ︷︸︸︷−→ U

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

V ×W → V ⊗W
σ︷︸︸︷−→ U = V ×W

ρ︷︸︸︷−→ U .

Îáùèé ýëåìåíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ V ⊗W èìååò
âèä

a ∈ V ⊗W : a =
∑
i,α

Ai,αei ⊗ fα .
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Êîýôôèöèåíòû Ai,α íåñóò èíäåêñû, îòâå÷àþùèå êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâ V è W è â
îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíû. Â ïðèëîæåíèÿõ, èìåííî ýòè êîýôôèöèåíòû íàçûâàþòñÿ òåí-
çîðàìè. Äëÿ ïðèëîæåíèé ýòîãî îáû÷íî äîñòàòî÷íî.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ
åãî àññîöèàòèâíîñòü

(V1 ⊗ V2)⊗ V3 = V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) .

Ýòî ñâîéñòâî íàñëåäóåòñÿ èç àññîöèàòèâíîñòè äåêàðòîâîãî (ïðÿìîãî) ïðîèçâåäåíèÿ
Çàäà÷à12.6.Äîêàçàòü
Òàêèì îáðàçîì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò àññîöèàòèâíóþ òåíçîðíóþ àë-

ãåáðó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ýòà àëãåáðà ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íîþ ïðÿìóþ ñóììó

âñåâîçìîæíûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé çàäàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ áàçèñîì
ei, ò.å. åãî ýëåìåíòû äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

a Id⊕ aiei ⊕ aijei ⊗ ej ⊕ aijkei ⊗ ej ⊗ ek + . . .

c òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì â êà÷åñòâå çàêîíà êîìïîçèöèè àëãåáðû.
Çàäà÷à12.7.×òî ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì òåíçîðíîé àëãåáðû?
Ïóñòü V è W - ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f(x) è g(y), êîòîðûå çàâèñÿò îò,

âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûõ ïåðåìåííûõ xa è yα. ×òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî V ⊗W?
Çàäà÷à12.8.Óáåäèòüñÿ, ÷òî V ⊗ W åñòü íè ÷òî èíîå êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y).
Ðåøåíèå

Â ñèëó òåîðåìû Òåéëîðà ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèé áàçèñ â ïðîñòàíòñâàõ V è W

eI = {xa1 , xa1xa2 , . . . , xa1xa2 ...xan , . . .}, fJ = {yb1 , yb1yb2 , . . . , yb1yb2 ...ybn , ...}. (12.8)

Ýëåìåíò èç ïðîñòðàíñòâà V ⊗W â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∑
I

∑
J

AI,JeI ⊗ fJ . (12.9)

Îïÿòü æå â ñèëó òåîðåìû Òåéëîðà, âûáèðàÿ âñåâîçìîæíûå êîýôôèöèåíòû AI,J , ïîëó-
÷èì âñå âîçìîæíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y).

Ïóñòü g-íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè, à V1 è V2 íåêîòîðûå g-ìîäóëè, ðåàëèçîâàííûå ìàòðè-
öàìè (îïåðàòîðàìè) T1i è T2i, äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì g-ìîäóëü êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V1⊗V2, â êîòîðîì äåéñòâèå g îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

T1,2(V1 ⊗ V2) := T1(V1)⊗ V2 + V1 ⊗ T2(V2) . (12.10)

Çàäà÷à12.9.Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíî ïîðîæäàåò g-ìîäóëü.
Ïîäñêàçêà: íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

[T , T ′]1,2(V1 ⊗ V2) = [T1 , T
′
1](V1)⊗ V2 + V1 ⊗ [T2 , T

′
2](V2) ,
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T è T ′ ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ g, îòâå÷àþùèå äâóì ðàçíûì ýëåìåíòàì g.
Ðåøåíèå

[T, T ′]1,2(V1 ⊗ V2) =
(
T1,2T

′
1,2 − T ′

1,2T1,2

)
(V1 ⊗ V2) =

= T1,2

(
T ′
1(V1)⊗ V2 + V1 ⊗ T ′

2(V2)
)
− T ′

1,2

(
T1(V1)⊗ V2 + V1 ⊗ T2(V2)

)
=

= T1T
′
1(V1)⊗ V2 + T ′

1(V1)⊗ T2(V2) + T1(V1)⊗ T ′
2(V2) + V1 ⊗ T2T

′
2(V2)−

− T ′
1T1(V1)⊗ V2 − T1(V1)⊗ T ′

2(V2)− T ′
1(V1)⊗ T2(V2)− V1 ⊗ T ′

2T2(V2) =

=
(
T1T

′
1 − T ′

1T1
)
(V1)⊗ V2 + V1 ⊗

(
T2T

′
2 − T ′

2T2
)
(V2) =

= [T1, T
′
1](V1)⊗ V2 + V1 ⊗ [T2, T

′
2](V2) = [T, T ′]1,2(V1, V2). (12.11)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è çíàêó ìèíóñ â
îïðåäåëåíèè êîììóòàòîðà, ÷ëåíû, â êîòîðûõ îäíî T äåéñòâóåò íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü,
à âòîðîå - íà âòîðîé, ïîïàðíî ñîêðàùàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê âàæíåéøåìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
V1 ⊗ V2 äâóõ g-ìîäóëåé V1 è V2 ïîðîæäàåò íîâûé g-ìîäóëü. Ýòî îòêðûâàåò øèðîêèå
âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìîäóëåé ïî óæå èçâåñòíûì.

Íàïðèìåð, ïóñòü V - âåêòîðíûé ìîäóëü o(p, q) ñ áàçèñîì ea è ýëåìåíòàìè v = vaea .
Òîãäà ýëåìåíòû k êðàòíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗ V ⊗ . . . ⊗ V îïèñûâàþòñÿ
âñåâîçìîæíûìè òåíçîðàìè va1,a2,...,ak .

Õîòÿ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîðîæäàþò íîâûå ìîäóëè àëãåáð Ëè, ýòè ìîäóëè äà-
ëåêî íå âñåãäà íåïðèâîäèìû. Ïóñòü V íåêîòîðûé g-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå V n := V ⊗ V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸

n

ìîäóëÿ V ñàìîãî íà ñåáÿ. Íà V n äåéñòâóåò ñèììåòðè-

÷åñêàÿ ãðóïïà Sn, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ðàçëè÷íûå ñîìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, åñëè

v2 ∈ V 2 , v2 = Aa bea ⊗ eb

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå) òî

T12v
2 = Ab aea ⊗ eb ,

ãäå T12 ∈ S2 ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòàíîâêà V1 è V2. Àíàëîãè÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíò
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ìîæåò îïèñûâàòü ëþáóþ ïîäñòàíîâêó.

Ïóñòü òåïåðü V ýòî g-ìîäóëü. Òîãäà è V n-g-ìîäóëü. Âàæíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû V n â ñåáÿ. Ýòî ñëåäñòâèå ñèììåòðèè
îïðåäåëåíèÿ (12.10) äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè.

Çàäà÷à12.10.Äîêàçàòü.
Ýòî ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ðàçëè÷íûå g-ìîäóëè â òåðìèíàõ òèïîâ ñèììåòðèè

ïî îòíîøåíèþ ê Sn, ò.å. ïî åå ïðåäñòàâëåíèÿì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü V -âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî gln

v ∈ V : v = vaea , a = 1, . . . n ,
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t(v) = tabv
bea , tab ∈ gln .

Ïðåäñòàâèì V ⊗ V â âèäå

V ⊗ V = (V ⊗ V )S ⊕ (V ⊗ V )A ,

ãäå
VS := v

(ab)
S ea ⊗ eb , VA := v

(ab)
A ea ⊗ eb

v
(ab)
S = v

(ba)
S , v

(ab)
A = −v(ba)A .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî VS è VA îáðàçóþò äâà íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäóëÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû S2 = Z2: íà VS S2 äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, à íà VA ýëåìåíòàðíàÿ ïîäñòàíîâêà
ìåíÿåò çíàê ýëåìåíòà. Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ìû ðàçáèëè òåíçîð íåîïðåäåëåííîãî òèïà ñèì-
ìåòðèè â ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è êîñîñèììåòðè÷íîãî, êàæäûé èç êîòîðûõ îáðàçóåò
gln-ìîäóëü.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà V k ïðîåê-
òèðîâàíèåì íà ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ïî-
ñëåäíèå õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè äèàãðàììàìè Þíãà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü îáùåé, âûðàæàÿ äâîéñòâåííîñòü òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé âçàèìíî-êîììóòàòèâíûõ
ñòðóêòóð. (Â äàííîì ñëó÷àå äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè è ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íà òåíçîð-
íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ íåêîòîðîãî g-ìîäóëÿ V .)

Íà ýòîì ÿçûêå, êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ V ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÿùèê �. Ïîëíîñòüþ ñèì-
ìåòðè÷íûå òåíçîðû ðàíãà l îáîçíà÷àþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðîêàìè èç ÿùèêîâ äëèíû

l

l

à ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ðàíãà h îáîçíà÷àþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ñòîëá-

öàìè âûñîòû h.
Äðóãèå òèïû ñèììåòðèçàöèè îïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè äèàãðàììàìè Þíãà

Y (l1, l2, l3, . . . , lk) :

l1
l2
l3

lk−1

lk

l1 ≥ l2 ≥ . . . ≥ lk

l1 + l2 + . . . lk = n

.

Îáùàÿ äèàãðàììà îïèñûâàåò òåíçîð

Aa1(l1),a2(l2),...ak(lk) ,

êîòîðûé ñèììåòðè÷åí ïî l1 èíäåêñàì a1, l2 èíäåêñàì a2, è ò.ä. (Çäåñü â ñêîáêàõ óêà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî èíäåêñîâ iîé ãðóïïû li, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ.)
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Îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì äèàãðàìì Þíãà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òî ñèììåòðèçàöèÿ
ëþáîãî èíäåêñà èç ñòðîêè ñ íîìåðîì j ñî âñåìè èíäåêñàìè ëþáîé ñòðîêè ñ íîìåðîì
i < j äàåò íîëü. Èíûìè ñëîâàìè, ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðåäñòàâëåí òåíçîðàìè âèäà
Aa1(l1),a2(l2),...,ak(lk), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì Þíãà â ôîðìå

Aa1(l1),a2(l2),..., am(lm),...,am am+p(lm+p−1),...,ak(lk) = 0 (12.12)

Òîò ôàêò, ÷òî lm ≥ lm+p ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòèõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì äëÿ ïðîñòîòû òåíçîð Aa(m),b(n), îïèñûâàåìûé äèàãðàììîé íåäîïóñòèìîé ôîðìû ñ
m < n. Îáîçíà÷àÿ ñèììåòðèçîâàííûå èíäåêñû îäíîé áóêâîé è èñïîëüçóÿ óñëîâèå Þíãà,

ïîëó÷àåì

a a a a a

b b b b b b b +m

a a a a

b b b b b b a

b

=0 ,

2

a a a a

b b b b b b a

b

+ (m-1)

a a a

b b b b b

b b

a a =0 , etc

Â ðåçóëüòàòå,
a a a a a

b b b b b b b
= (−1)mCm

n

b b b b b

a a a a a b b

èëè, ýêâèâàëåíòíî,
Aa(m),b(n) = (−1)mCm

n A
b(m),(a(m)b(n−m))

Ñíîâà èñïîëüçóÿ óñëîâèå Þíãà (12.12) â ñëó÷àå n−m > 0 ïîëó÷àåì Aa(m),b(n) = 0 .
Êîììåíòàðèé

×òîáû ïîíÿòü ñìûñë ïðîèñõîäÿùåãî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïðèìåð äèàãðàììû ñ îäíèì
ÿùèêîì â ïåðâîé ñòðîêå è äâóìÿ âî âòîðîé.

Çàäà÷à12.11.Äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð ñ l1 = 1 è l2 = 2 ðàâåí íóëþ.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

Aa(m),b(m) = (−1)mAb(m),a(m) .

.
Ôîðìà äèàãðàìì Þíãà ìîæåò áûòü ïîíÿòà èç ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü äàí

òåíçîð Aa,b,c,.... Âûäåëèì åãî êîìïîíåíòó ñ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì ÷èñëîì èíäåê-
ñîâ l1, ïîìåñòèâ ýòè èíäåêñû â ïåðâóþ ñòðîêó. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèììåòðèçàöèÿ ëþáîãî
äðóãîãî èíäåêñà ñ èíäåêñàìè ïåðâîé ñòðîêè äàåò íîëü. Çàòåì âûäåëèì êîìïîíåíòó ñ
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì ÷èñëîì èíäåêñîâ ñðåäè îñòàâøèõñÿ, êîòîðîå íàçîâåì l2.
Ïî îïðåäåëåíèþ, l2 ≤ l1. Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà ïðèâîäèò ê òîé èëè èíîé äèà-
ãðàììå Þíãà. Íàäî òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðîèçâîëüíûé òåíçîð ìîæåò ñîäåðæàòü
íåñêîëüêî (è äàæå ìíîãî) íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, ïîäîáíî òîìó, êàê ïðîèçâîëüíûé
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî.
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Êðîìå ñèììåòðè÷íîãî áàçèñà, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûé áàçèñ, â êî-
òîðîì ÿâíîé ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðèÿ èíäåêñîâ ïî ñòîëáöàì ñ óñëîâèåì, ÷òî àíòèñèì-
ìåòðèçàöèÿ ïî ëþáîìó èíäåêñó èç n-îãî ñòîëáöà ñî âñåìè èíäåêñàìè m-îãî ñòîëáöà
äàåò íîëü ïðè n > m. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ ÿâ-
íîé ñèììåòðèè ïî ñòðîêàì è àíòèñèììåòðèè ïî ñòîëáöàì îäíîâðåìåííî. Íî ïåðåõîä
îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Íàïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ
ñèììåòðè÷íîãî áàçèñà, ìîæíî àíòèñèììåòðèçîâàòü ìàêñèìóì h1 (ãäå h1 ÷èñëî ñòðîê
â äèàãðàììå) èíäåêñîâ, ïîñêîëüêó àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî ëþáûì èíäåêñàì èç îäíîé
ñòðîêè äàåò íîëü. Çàòåì ìîæíî àíòèñèììåòðèçîâàòü ïî h2 èíäåêñàì, ÷òî âåäåò ê îáðà-
çîâàíèþ âòîðîãî ñòîëáöà âûñîòû h2 è ò.ä.

Çàäà÷à12.12.Ñâÿçàòü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ òèïà êðþê Aaa,b è îêîøêî Aaa,bb â ñèì-
ìåòðè÷íîì áàçèñå ñ èõ êîìïîíåíòàìè â àíòèñèììåòðè÷íîì áàçèñå.

Äèàãðàììû Þíãà - ýòî î÷åíü ñîäåðæàòåëüíûé ñþæåò, î êîòîðîì ìû îáû÷íî ðàñ-
ñêàçûâàåì â ÔÈÀÍå â îñåííåì ñåìåñòðå íà âòîðîì êóðñå â ñâÿçêå ñ âàæíûì ïîíÿòèåì
äâîéñòâåííîñòè Õàó, äàþùåé ìîùíûé èíñòðóìåíò àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèé.

Ïóñòü V -íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ei}, à V ∗ ñîïðÿæåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {e∗i}. Íàïîìíþ, ÷òî V ∗ ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
v∗(v) íà V . Êàíîíè÷åñêèé âûáîð áàçèñîâ òàêîâ, ÷òî

e∗i(ej) = δij .

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ⊗ V ∗ = Aijei ⊗ e∗j åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V â ñåáÿ (ýíäîìîðôèçìîâ EndV ).

Çàäà÷à12.13.Äîêàçàòü
Çàäà÷à12.14.Ðàçëîæèòü V ⊗ V ∗ íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ïîë-

íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ òåíçîðàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñèììåòðèè (áåññëåäîâûìè â ñëó÷àå
îðòîãîíàëüíûõ è ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï), ò.å. ðàçëè÷íûìè äèàãðàììàìè Þíãà. Áåñ-
ñëåäîâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñâåðòêà ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ ñ èíâàðèíòíûì òåíçîðîì òèïà
ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî ηab äàåò íîëü. Íàïðèìåð, ηabA

ab = 0.
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13 Ëåêöèÿ 13.

1 êóðñ, Âåñåííèé ñåìåñòð, 7 ìàÿ 2020.

13.1 Íàïîìèíàíèå

Ìû èçó÷èëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï, ëèíåéíîé àëãåáðû è àëãåáð Ëè. Èçó÷è-
ëè îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû, ãðóïïû íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñèììåòðèé (ãðóïïà Ãàëèëåÿ) è
ãðóïïó ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèììåòðèé (ãðóïïà Ïóàíêàðå).

Êðîìå òîãî èçó÷èëè ïðîñòåéøåå ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå - óðàâíåíèå Êëåéíà-
Ãîðäîíà-Ôîêà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ(x)

�ϕ(x) +m2ϕ(x) = 0 . (13.1)

Óáåäèëèñü, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ìîäóëü àëãåáðû Ïóàíêàðå. Ýòîò ìî-
äóëü îêàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì è îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñïèíà 0 è ìàññû m. Îñîçíàíèå
ýòîãî ôàêòà ïåðåâîäèò îáùèé âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö íà ÿçûê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû (àëãåáðû) Ïóàíêàðå. Âïåðâûå ýòî
áûëî ïîíÿòî Âèãíåðîì, êîòîðûé è ïðîêëàññèôèöèðîâàë âñå òèïû (õîðîøèõ) ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö. Â ýòîé ëåêöèè ÿ îáðèñóþ èäåþ âèãíåðîâñêîãî ïîäõîäà, îïèðàþùåãîñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî íà îïðåäåëåíèå àëãåáðû Ïóàíêàðå.

Íàïîìíþ, ÷òî àëãåáðà Ïóàíêàðå ïîðîæäàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè òðàíñëÿöèÿìè
Pn è Ëîðåíöåâûìè âðàùåíèÿìè Lnm, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

[Pn , Pm] = 0 , (13.2)

[Lnm , Pl] = −i(ηmlPn − ηnlPm) , (13.3)

[Lnm , Lkl] = −i(ηmkLnl − ηnkLml − ηmlLnk + ηnlLmk) . (13.4)

ß çäåñü íåìíîãî ïîìåíÿë íîðìèðîâêó ãåíåðàòîðîâ, ïîäåëèâ èõ íà ìíèìóþ åäèíèöó
äëÿ áóäóùåãî óäîáñòâà, òàê ÷òî òåïåðü èõ ðåàëèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè (äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ) èìååò âèä

Pn = −i ∂
∂xn

, Lnm = −i
(
xn

∂

∂xm
− xm

∂

∂xn

)
. (13.5)

Ïîÿâëåíèå ìíèìîé åäèíèöû â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèé àëãåáðû Ëè

[ta , tb] = if cabtc (13.6)

ñ âåùåñòâåííûìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè f cab ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ãåíåðàòîðû
ta äîïóñêàþò ðåàëèçàöèþ ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè.

Çàäà÷à13.1.Óáåäèòüñÿ
Ðåøåíèå
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Ïóñòü ãåíåðàòîðû ðåàëèçîâàíû ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè (ìàòðèöàìè), à ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû âåùåñòâåííû. Ïðèìåíèì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ê ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû Ëè

[ta, tb]
† =

(
tatb − tbta

)†
=
(
t†bt

†
a − t†at

†
b

)
=
(
tbta − tatb

)
= [tb, ta] = −[ta, tb],(

if cabtc
)†

= −if cabt†c = −if cabtc.
Ýòî óäîáíî òåì, ÷òî ó ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Íà-
ïîìíþ, ÷òî îïåðàòîðû òðàíñëÿöèé ïðèîáðåòàëè äèàãîíàëüíûé âèä íà ãàðìîíè÷åñêèõ
ïëîñêèõ âîëíàõ

ϕp(x) := exp ipnx
n . (13.7)

Òåïåðü
Pnϕp(x) = pnϕp(x) (13.8)

ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè pn îïåðàòîðîâ Pn.

13.2 Êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïî Âèãíåðó

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V - Ïóàíêàðå-ìîäóëü. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ V - ïðîñòðàíñòâî
(ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÃÔ.

Ïîñêîëüêó PnP
n îïåðàòîð Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé

Øóðà, îí äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó â íåïðèâîäèìîì óíèòàðíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

PnP
nV = m2V , (13.9)

ãäå m2 - ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ìîäóëü V .
Èìååòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòè:

m2 > 0: ìàññèâíûå ÷àñòèöû
m2 = 0: áåçìàññîâûå ÷àñòèöû
m2 < 0: òàõèîíû.

Ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûìè ìû è çàéìåìñÿ.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Pn êîììóòèðóþò, èõ ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü îäíîâðåìåííî.

(Íàïîìíþ, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðóþò.) Ïóñòü Vp - ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî V c ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè pn îïåðàòîðîâ Pn

PnVp = pnVp . (13.10)

Çàäà÷à13.2.Ïî÷åìó âàæíî óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè Pn?

Çàäà÷à13.3.×òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî Vp â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ?
Ðåøåíèå

exp{ipnxn}.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ V c îïðåäåëåííûì m2, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ pn äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ

pnp
n = m2 . (13.11)
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Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ìàññîâîé îáîëî÷êè.
Â ñëåäñòâèå (13.3), ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà pa ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

âåêòîð. Êàê ìû óæå ïðîâåðÿëè, óðàâíåíèå (13.11) îïèñûâàåò îðáèòû ãðóïïû Ëîðåíöà.
Â ñëó÷àÿõ m2 > 0 è m2 = 0 èìååòñÿ ïî äâå îðáèòû îðòîõðîííîé ãðóïïû Ëîðåíöà: ñ
p0 > 0 è p0 < 0, îòâå÷àþùèå ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì.

Êðîìå òîãî, ïðè m2 = 0 åñòü åùå îðáèòà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷êè pn = 0. Ýòîò
ñëó÷àé íàì åùå ïðèãîäèòñÿ.

Çàäà÷à13.4.Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïàòîëîãè÷åñêîì òàõèîííîì ñëó÷àå ðàçäåëåíèÿ íà ïî-
ëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷àñòîòû íå èìååò Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîãî ñìûñëà.

Ðåøåíèå
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòà÷íî ïðåäúÿâèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, êîòîðîå èç p0 > 0
äàñò p′0 < 0. Ðàññìîòðèì áóñò âäîëü îñè x

Λmn =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (13.12)

è ÷åòûðå-èìïóëüñ òàõèîíà â ôîðìå

pn =


p0

p1

0
0

 . (13.13)

Âûïîëíèâ áóñò ïîëó÷èì ÷åòûðå-èìïóëüñ â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

p′0 = Λ0
np

n = γ
(
p0 − βp1

)
. (13.14)

Âûáðàâ β = p0/p1 + ε ïîëó÷èì, ÷òî îðòîõðîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî èç ïîëîæè-
òåëüíî ÷àñòîòíîé ìîäû ïîëó÷èòü îòðèöàòåëüíî ÷àñòîòíóþ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ èìåííî òàõèîíû, òî îïðåäëåííîå òàêèì îáðàçîì β ìåíüøå åäèíèöû.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðîñòðàíñòâà Vp c ðàçíûìè pn, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîé îðáèòå,
ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ëîðåíöåâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå,

V = ⊕pVp , p : pnp
n = m2 . (13.15)

Çàäà÷à13.5.×òî îçíà÷àåò ýòî ðàçëîæåíèå â ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ?
Ðåøåíèå

ϕ+(x) =

∫
d4p θ(p0)δ(pnp

n −m2)ϕ̃(p) exp{ipnxn}. (13.16)

Çäåñü ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

θ(x) := 1(0) , x ≥ 0(x < 0)

61



âûäåëÿåò ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíóþ âåòâü. Äåëüòà-ôóíêöèÿ ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî
èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî pn, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ìàññîâîé îáîëî÷êè pnp

n =
m2. Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà òåì, ÷òî â íåé íà ìîäû ϕ̃(p) íå íàêëàäûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî
îãðàíè÷åíèÿ. Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü, íå èñïîëüçóþùàÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, èìååò
âèä

ϕ(x) =

∫
d3p⃗ ϕ′(p) exp{ipnxn} , pn = (p0, p⃗) , p0 =

√
p⃗2 +m2. (13.17)

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îáðàòèìû, ïðîñòðàíñòâà Vp c ðàçíûìè p
n íà îä-

íîé îðáèòå ãðóïïû Ëîðåíöà èçîìîðôíû. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü ìîäóëü
V , îñòàåòñÿ èçó÷èòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà Vp äëÿ îäíîãî èç p

n íà îðáèòå p2 = m2.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíîìó àíàëèçó ñëåäóåò ïîíÿòü, î ÷åì èäåò ðå÷ü

íà ÿçûêå ôîðìóë. Â îáùåì ñëó÷àå, âìåñòî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû
îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ϕA(x) c íåêîòîðûì èíäåêñîì A. Âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ ÊÃÔ ñ íåêîòîðîé ìàññîé. Ðàçëîæåíèå Ôóðüå åñòü ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâàì Vp. Èíäåêñ A îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà Vp ïðè ôèêñèðî-
âàííîì pn.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó Vp ïðè ôèêñèðîâàííîì p.
Ïîñêîëüêó Vp ñ ðàçëè÷íûìè p ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, äîñòàòî÷íî ïðîàíà-
ëèçèðîâàòü Vp äëÿ íåêîòîðîãî îäíîãî ñòàíäàðòíîãî pn, óäîâëåòâîðÿþùåãî (13.11).

13.2.1 Ìàññèâíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìàññèâíûé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå óäîáíûé âûáîð èìååò
âèä

pn = (m, 0, . . . 0) . (13.18)

Òàêîé âûáîð îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì â ñèñòåìó ïîêîÿ, òàê êàê îí îòâå÷àåò ñèòó-
àöèè, êîãäà ñêîðîñòè, àññîöèèðîâàííûå ñ p⃗, ðàâíû íóëþ.

Ñòðóêòóðà Vp ïðè çàäàííîì pn îïðåäåëÿåòñÿ òåìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, êîòî-
ðûå îñòàâëÿþò âûáðàííûé pn èíâàðèàíòíûì. Ãðóïïà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ
Ìàëîé Ãðóïïîé Âèãíåðà, à åå àëãåáðà Ëè - Ìàëîé Àëãåáðîé Âèãíåðà.

Çàäà÷à13.6.Íàéòè ìàëóþ ãðóïïó Âèãíåðà â ìàññèâíîì ñëó÷àå m2 > 0.
Î÷åâèäíî, ìàëàÿ ãðóïïà Âèãíåðà â ìàññèâíîì ñëó÷àå åñòü O(d − 1) äëÿ ÷àñòèöû â

d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Îíà äåéñòâóåò íà íóëåâûå êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíîãî
èìïóëüñà (13.18) òåì ñàìûì íå ìåíÿÿ åãî. Â ïðèâû÷íîì íàì ñëó÷àå d = 4 ýòî ãðóïïà
O(3).

Òàêèì îáðàçîì êëàññèôèêàöèÿ ðàçíûõ òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñâîäÿùàÿñÿ ê
êëàññèôèêàöèè óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå, ñâåëàñü ê êëàññèôèêàöèè
óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàëîé ãðóïïû Âèãíåðà, êîòîðàÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíûõ ÷à-
ñòèö åñòü O(d − 1). Èíûìè ñëîâàìè, ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì àëãåáðû Ïóàíêàðå
îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå (ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå) O(d− 1)-ìîäóëè.
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ß íå áóäó îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ôîðìàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà, êîòîðûé
ñëåäóåò èç êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÷àñòèö â
äóõå óðàâíåíèé ìàññèâíîãî ïîëÿ ñïèíà 1, êîòîðûå ìû îáñóäèì íèæå.

Çàäà÷à13.7.Êàêèå O(d− 1)-ìîäóëè âû çíàåòå?
d - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. (Â íàøåì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî d = 4.)

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð äàåòñÿ âåêòîðíûì o(d− 1)-ìîäóëåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

ýëåìåíòû Vp ÿâëÿþòñÿ o(d − 1)-âåêòîðàìè. Îáîçíà÷èì èõ Ãi(p) ñ i = 1, . . . , d − 1. Ýòîò
òèï ìîäóëåé àññîöèèðóåòñÿ ñ ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé Þíãà �.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, Ãi(p) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Ôóðüå êîìïîíåíòàìè
ðåëÿòèâèñòñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ An(x). Êàê ëþáîå íåïðèâîäèìîå âåêòîðíîå ïîëå An(x)
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ÊÃÔ

(�+m2)An(x) = 0 , (13.19)

îãðàíè÷èâàþùåìó èìïóëüñ óñëîâèåì (13.11).
ßñíî, ÷òî ðåøåíèÿ (13.19) îáðàçóþò Ïóàíêàðå - ìîäóëü.
Êîììåíòàðèé

Êàê èâ ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ñíà÷àëà íóæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàí-
êàðå. Â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðíîå, ãäå äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ïóíêàðå ðåàëèçîâàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì

A′n(x′) = ΛnmA
m
(
(Λ−1)lqx

q − al
)
.

Çàäà÷à13.8.Íåïðèâîäèì ëè ýòîò ìîäóëü?
Çàäà÷à13.9.Êàêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî âûäåëèòü?
Ïîäìîäóëü âûäåëÿåòñÿ íàëîæåíèåì ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ Ëîðåíöà

∂nA
n(x) = 0 . (13.20)

Çàäà÷à13.10.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå Ïóàíêàðå èíâàðèàíòíî è âûäåëÿåò ïîä-
ìîäóëü.

Ðåøåíèå
Ïðè òðàíñëÿöèÿõ î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (13.20) ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
âåðíî (13.20), òî âûïîëíåíî è ∂nA

n(x − a) = 0. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà àíàëî-
ãè÷íî

∂

∂xn
An(x) =⇒ (Λ−1)mn

∂

∂x′m
ΛnlA

l(x′) =
∂

∂x′m
Am(x′).

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî òàêèì îáðàçîì êàê ðàç ïîëó÷àåòñÿ îïèñàíèå ÷àñòèöû ñïèíà 1, îò-
âå÷àþùåé âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìàëîé ãðóïïû Âèãíåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ
ê Ôóðüå êîìïîíåíòàì

An(x) =

∫
ddpÃn(p) exp ixnpn , (13.21)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (13.19) îãðàíè÷èâàåò èìïóëüñû pn Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûì
óñëîâèåì ìàññîâîé îáîëî÷êè (13.11).
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Â ñèñòåìå ïîêîÿ, ãäå òîëüêî p0�êîìïîíåíòà îòëè÷íà îò íóëÿ, óñëîâèå Ëîðåíöà äàåò
Ã0(p) = 0 îñòàâëÿÿ íåîãðàíè÷åííûìè ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Ãi(p). Âåêòîðà

Ãi(p) êàê ðàç è ïîðîæäàþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Vp, îáðàçóþùåå âåêòîðíûé o(d− 1)-
ìîäóëü.

Çàìå÷ó, ÷òî ìàññèâíûå ïîëÿ ñïèíà 1 èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðèè
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàê îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûå áîçîíû W± è Z.

Îáùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ìàññèâíûõ ÷àñòèö, âïåðâûå ïðèìåíåííîå Äè-
ðàêîì â 30õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà, òàêîâî: áåðèòå òî èëè èíîå òåíçîðíîå ïîëå An1,n2,...,
ïîä÷èíèòå åãî óðàâíåíèþ ÊÃÔ ñ òîé èëè èíîé ìàññîé m2 > 0 è íàëîæèòå íà íåãî ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî Ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé òèïà îïðåäåëåííîé ñèì-
ìåòðèè ïî òåíçîðíûì èíäåêñàì, áåññëåäîâîñòè è âñåâîçìîæíûå óñëîâèÿ Ëîðåíöà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìàññèâíîãî ïîëÿ ñïèíà 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåëÿ-
òèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà òåíçîðíîå ïîëå ϕnm(x), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ ÊÃÔ

(�+m2)ϕnm(x) = 0 , (13.22)

à òàêæå óñëîâèþ ñèììåòðèè
ϕnm = ϕmn (13.23)

áåññëåäîâîñòè
ϕnmηnm = 0 , (13.24)

è ïîïåðå÷íîñòè
∂nϕ

nm = 0 . (13.25)

Â ñèñòåìå ïîêîÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò óñëîâèå ϕ0n = 0.

∂nϕ
nm(x) = ∂n

∫
ddp ϕ̃nm(p) exp ipkx

k = i

∫
ddp pnϕ̃

nm(p)︸ ︷︷ ︸ exp ipkxk = 0

=⇒ pnϕ̃
nm(p) = 0 =⇒ mϕ̃0n = 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñòàþòñÿ íåíóëåâûìè òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ϕij i, j =
1, . . . n− 1, ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿì ñèììåòðèè è áåññëåäîâîñòè

ϕij = ϕji , ϕijδij = 0 . (13.26)

Tàêîé òåíçîð äåéñòâèòåëüíî îáðàçóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû Âèã-
íåðà O(d− 1).

×òî çíà÷èò ðàññìîòðåòü òåíçîð îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè âîïðîñ íå òàêîé ïðîñòîé -
îòâåò íà íåãî äàåòñÿ íà ÿçûêå äèàãðàìì Þíãà. Êàê ìû óæå îáñóæäàëè, òîò æå ÿçûê
äàåò îòâåò íà âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé o(n). Ðàçëè÷íûå ìî-
äóëè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðàìè ñïèíîâ s1 = l1, s2 = l2, . . . , àññîöèèðîâàííûìè ñ äëè-
íàìè ñòðîê ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì Þíãà. Â ñëó÷àå àëãåáðû Ëè o(3) åå êîíå÷íî-
ìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ áåññëåäîâàìè ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè Aa1,...as

ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà s, êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ ñïèíîì.
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Çàäà÷à13.11.Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ìàëîé àëãåáðû Âèãíåðà o(3), îòâå÷àþùåé
÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó Ìèíêîâñêîãî, ëþáûå àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ìîæíî
ñâåñòè ê ñèììåòðè÷íûì ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòü, ÷òî
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Aij ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó Ak.

Ðåøåíèå
Êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ó àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ðàâíî 3.
Ðîâíî ñòîëüêî æå èìååò âåêòîð. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå èõ ñâÿçûâàåò

Ai = ϵijkA
jk.

Äàííîå îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî. Îáðàòíîå ïîëó÷àåòñÿ òîæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà
Ëåâè-×èâèòû

ϵijkA
k = ϵijkδkmAm = ϵijkδkmϵmpqA

pq =
(
δipδjq − δiqδjp

)
Apq = 2Aij. (13.27)
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14 Ëåêöèÿ 14.

1 êóðñ, Âåñåííèé ñåìåñòð, 14 ìàÿ 2020.

14.1 Êîíñòðóêöèÿ Âèãíåðà: áåçìàññîâûé ñëó÷àé

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü Vp äëÿ ñâåòîïî-
äîáíîãî èìïóëüñà pn, óäîâëåòâîðÿþùåãî pnpmη

nm = 0. Äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü
ñëó÷àé ëþáîãî (íåíóëåâîãî) ñâåòîïîäîáíîãî âåêòîðà pn, êîòîðûé ìîæíî âûáðàòü íà-
ïðèìåð â âèäå

pn = ω(1, 1, 0, . . . 0) , (14.1)

ãäå ω - íåêîòîðîå íåíóëåâîå ÷èñëî.
Ìû äîëæíû íàéòè ìàëóþ àëãåáðó Âèãíåðà lp êàê ïîäàëãåáðó Ëîðåíöà, îñòàâëÿþùóþ

èíâàðèàíòíûì pn. Î÷åâèäíî, lp ñîäåðæèò àëãåáðó o(d − 2), äåéñòâóþùóþ íà íóëåâûå
êîìïîíåíòû pn. Åå ãåíåðàòîðû:

Lij , i, j = 2, . . . d− 1 . (14.2)

Îäíàêî ýòî íå âñå. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè ëîðåíöåâûõ ãåíåðàòîðîâ
òàêæå îñòàâëÿþò pn èíâàðèàíòíûìè

L+i := L0i + L1i (14.3)

Çàäà÷à14.1.Óáåäèòüñÿ . Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå, ÷òî

η++ =
∂xm

∂x+
∂xn

∂x+
ηmn = 0 , x+ := x0 + x1 .

Ãåíåðàòîðû L+i ñîâìåñòíî ñ Lij óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-
íèÿì

[Lij , L+k] = −i(δjkL+i − δikL+j) . (14.4)

[L+i , L+j] = 0 . (14.5)

Çàäà÷à14.2.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî àëãåáðà Ëè iso(d− 2) äâèæåíèé d− 2-ìåðíîãî ýâ-
êëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè L+i èãðàþò ðîëü ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé.
Òàêèì îáðàçîì, â áåçìàññîâîì ñëó÷àå Vp äîëæíî îáðàçîâûâàòü íåïðèâîäèìûé óíè-

òàðíûé ìîäóëü iso(d − 2). Èìååòñÿ îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ,
÷òî óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ iso(d− 2) ëèáî áåñêîíå÷íîìåðíû ëèáî íà íèõ îïåðàòîðû
ñäâèãîâ äåéñòâóþò òðèâèàëüíî. Âèãíåð ðàññìîòðåë îáà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé òèï ïðåäñòàâ-
ëåíèé íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè áåñêîíå÷íîãî ñïèíà (èíîãäà íåïðåðûâíîãî ñïèíà),
à âòîðîé ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íîãî ñïèíà. Ïîñëåäíèé îïèñûâàåò áåçìàññîâûå ïîëÿ
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò è ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ, õîòÿ â ïîñëåäíèå
íåñêîëüêî ëåò ïîëÿ áåñêîíå÷íîãî ñïèíà ñòàëè àêòèâíî îáñóæäàòüñÿ â ëèòåðàòóðå.
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Çàäà÷à14.3.Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè ãåíåðàòîðû L+i, èãðàþùèå ðîëü ãåíåðàòîðîâ òðàíñ-
ëÿöèé, äåéñòâóþò íåòðèâèàëüíî, òî ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì êîíå÷íî-êîìïîíåíòíûõ ïîëåé, ìû òðåáóåì,
÷òîáû ãåíåðàòîðû L+i äåéñòâîâàëè òðèâèàëüíî, ò.å. ÷òîáû èìïóëüñû â ñîîòâåòñòâóþùåì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòîâàëè íóëåì. Ýòîò ñëó÷àé êàê ðàç îòâå÷àåò âûðîæäåí-
íîé îðáèòå ãðóïïû âðàùåíèé ñ íóëåâûì èìïóëüñîì L+i.

Â ðåçóëüòàòå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçëè÷íûå òèïû áåçìàññîâûõ ïîëåé êîíå÷íîãî
ñïèíà êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ðàçëè÷íûì òèïàì o(d − 2)-ìîäóëåé. Íåñêîëüêî îãðóáëÿÿ
òåðìèíîëîãèþ, o(d− 2) ÷àñòî íàçûâàþò áåçìàññîâîé àëãåáðîé Âèãíåðà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð áåçìàññîâîãî ïîëÿ ñïèíà 1 - ýëåêòðîäèíàìèêà Ìàêñâåëëà. Óðàâ-
íåíèÿ íà áåçìàññîâîå âåêòîðíîå ïîëå An èìåþò âèä àíàëîãè÷íûé ìàññèâíîìó ñëó÷àþ

�An = 0 , ∂nA
n = 0 . (14.6)

Íî åñòü è ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå. Åñëè â ìàññèâíîì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàëè
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ïóàíêàðå, òî â áåçìàññîâîì ýòî íå òàê.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D0,1 ñîäåðæèò ïîäìîäóëü D0,0 èçîìîðôíûé ïðîñòðàíñòâó ðå-
øåíèé áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò áåçìàñ-
ñîâîìó óðàâíåíèþ ÊÃÔ

�ϕ(x) = 0 . (14.7)

Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå âèäà
An(x) = ∂nϕ(x) (14.8)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (14.6).
Çàäà÷à14.4.Óáåäèòüñÿ.
ßñíî, ÷òî ïîëÿ òàêîãî âèäà îáðàçóþò Ïóàíêàðå-ìîäóëü.
Íåïðèâîäèìûì ìîäóëåì ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ìîäóëü D0,1/D0,0. Èíûìè ñëîâàìè, ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (14.6), îòëè÷àþùèåñÿ íà ýëåìåíòû D0,0, ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè

An(x) ≃ An(x) + ∂nϕ(x) , �ϕ(x) = 0 . (14.9)

Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèñóùà áåçìàññîâûì ïîëÿì è íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé èí-
âàðèàíòíîñòüþ. Ìàòåìàòè÷åñêè, ñëó÷àé êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé îòâå÷àåò ñëó÷àþ
íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé â êîòîðûõ ïîäìîäóëè îòâå÷àþò êàëèáðîâî÷íûì ñòåïåíÿì ñâî-
áîäû, à ôàêòîð-ìîäóëè - ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûì ïîëÿì.

Çàäà÷à14.5.Ðàçîáðàòü ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íà ïðèìåðå áåçìàññîâîãî ïîëÿ íà ñïèíà
1.

Êàê æå ïðîÿâëÿåòñÿ ìàëàÿ ãðóïïà o(d − 2) â òåðìèíàõ ïîëåé? Ðàññìîòðèì Ôóðüå-
îáðàç Ãn(p). Ïóñòü èìïóëüñ èìååò âèä (14.1). Òîãäà óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè äàåò

A− := A0(p)− A1(p) = 0 . (14.10)

Çàäà÷à14.6.Ïðîâåðèòü
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Â ðåçóëüòàòå, îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû ïîëÿ An

A+ := A0(p) + A1(p) , Ai , i = 1, . . . d− 2 . (14.11)

Íî êîìïîíåíòà A+ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êàëèáðîâî÷íîé
Çàäà÷à14.7.Óáåäèòüñÿ
è äîëæíà áûòü îòôàêòîðèçîâàíà (ò.å. íå îïèñûâàåò ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû).

Â ðåçóëüòàòå, ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè Ai,
êîòîðûå êàê ðàç è ðåàëèçóþò âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå áåçìàññîâîé àëãåáðû o(d− 2).

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû áåçìàññîâûõ ïîëåé ëåæàò â ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (14.1) ýòî x1).

Â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåçìàññîâîå ïîëå ñïèíà
îäèí (ïîëå Ìàêñâåëëà) èìååò äâå ïîëÿðèçàöèè. Îïðåäåëåííîìó âûáîðó ïîëÿðèçàöèè,
îòâå÷àåò ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò. Îòìå÷ó, ÷òî ìàññèâíîå ïîëå ñïèíà 1 èìååò òðè ïîëÿðè-
çàöèè - äâå ïîïåðå÷íûõ è îäíó ïðîäîëüíóþ.

Çàäà÷à14.8.Ïî÷åìó áåçìàññîâûå ïîëÿ íå èìåþò ïðîäîëüíûõ ïîëÿðèçàöèé?
Äðóãèå áåçìàññîâûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ìàñ-

ñèâíûìè ïðè m = 0, íî çà ñ÷åò êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé ÷àñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû
ïðîïàäàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé Âèãíåðà.

Çàäà÷à14.9.Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé áåçìàññîâîãî ïîëÿ ñïèíà 2 (ãðàâèòîíà) è
îïðåäåëèòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ÷åòûðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì îð-
òîãîíàëüíûõ ãðóïï (àëãåáð). Ìû çíàêîìû ñ âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì O(n). Èç íåãî
ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîÿòñÿ òåíçîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñå O(n)-ìîäóëè ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì. Åñòü åùå ñïèíîðíûå
ìîäóëè, â òåðìèíàõ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ÷àñòèöû ïîëóöåëûõ ñïèíîâ, íà÷èíàÿ ñî ñïè-
íà 1/2, êîòîðûå â ôèçèêó ââåëè Ïàóëè è Äèðàê. Ê ýòîìó êëàññó ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
îòíîñÿòñÿ ýëåêòðîí, ìþîí, íåéòðèíî, êâàðêè è äðóãèå ÷àñòèöû. ×òîáû ïîíÿòü êàê îíè
îïèñûâàþòñÿ, íàì ïðèäåòñÿ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì àëãåáðû Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðèëîæåíèé êàê
â ôèçèêå, òàê è ìàòåìàòèêå. Ê èçó÷åíèþ àëãåáð Êëèôôîðäà ìû ïåðåéäåì â íà÷àëå
ñëåäóþùåãî ñåìåñòðà.
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