
Ëåêöèÿ 1.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 12 ñåíòÿáðÿ 2019.

1.1 Íàïîìèíàíèå

Â ïðîøëîì ñåìåñòðå ìû èçó÷èëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï, ëèíåéíîé àëãåáðû
è àëãåáð Ëè. Èçó÷èëè îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû, ãðóïïû íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñèììåòðèé
(ãðóïïà Ãàëèëåÿ) è ãðóïïó ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèììåòðèé (ãðóïïà Ïóàíêàðå).

Êðîìå òîãî èçó÷èëè ïðîñòåéøåå ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå - óðàâíåíèå Êëåéíà-
Ãîðäîíà-Ôîêà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ(x)

�ϕ(x) +m2ϕ(x) = 0 . (1.1)

Óáåäèëèñü, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ìîäóëü àëãåáðû Ïóàíêàðå. Ýòîò ìî-
äóëü îêàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì è îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñïèíà 0 è ìàññû m. Îñîçíàíèå
ýòîãî ôàêòà ïåðåâîäèò îáùèé âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö íà ÿçûê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû (àëãåáðû) Ïóàíêàðå. Âïåðâûå ýòî
áûëî îñîçíàíî Âèãíåðîì, êîòîðûé è ïðîêëàññèôèöèðîâàë âñå òèïû (õîðîøèõ) ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö. Â ýòîé ëåêöèè ÿ îáðèñóþ èäåþ âèãíåðîâñêîãî ïîäõîäà, îïèðàþùåãîñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî íà îïðåäåëåíèå àëãåáðû Ïóàíêàðå.

Íàïîìíþ, ÷òî àëãåáðà Ïóàíêàðå ïîðîæäàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè òðàíñëÿöèÿìè
Pa è Ëîðåíöåâûìè âðàùåíèÿìè Lab, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

[Pn , Pm] = 0 , (1.2)

[Lnm , Pl] = −i(ηmlPn − ηnlPm) , (1.3)

[Lnm , Lkl] = −i(ηmkLnl − ηnkLml − ηmlLnk + ηnlLmk) . (1.4)

ß çäåñü íåìíîãî ïîìåíÿë íîðìèðîâêó ãåíåðàòîðîâ, ïîäåëèâ èõ íà ìíèìóþ åäèíèöó
äëÿ áóäóùåãî óäîáñòâà, òàê ÷òî òåïåðü èõ ðåàëèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè (äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ) èìååò âèä

Pn = −i ∂
∂xn

, Lnm = −i
(
xn

∂

∂xm
− xm

∂

∂xn

)
. (1.5)

Ïîÿâëåíèå ìíèìîé åäèíèöû â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèé àëãåáðû Ëè

[ta , tb] = if c
abtc (1.6)

ñ âåùåñòâåííûìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè f c
ab ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ãåíåðàòîðû

ta äîïóñêàþò ðåàëèçàöèþ ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè.
Çàäà÷à1.1.Óáåäèòüñÿ
Ýòî óäîáíî òåì, ÷òî ó ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íàïîìíþ, ÷òî îïåðàòîðû òðàíñëÿöèé ïðèîáðåòàëè äèàãîíàëüíûé âèä íà ãàðìîíè÷åñêèõ
ïëîñêèõ âîëíàõ

ϕp(x) := exp ipnx
n . (1.7)

Òåïåðü
Pnϕp(x) = pnϕp(x) . (1.8)
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1.2 Êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïî Âèãíåðó

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V - Ïóàíêàðå-ìîäóëü. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ V - ïðîñòðàíñòâî
(ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÃÔ.

Ïîñêîëüêó PnP
n îïåðàòîð Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé

Øóðà, îí äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó â íåïðèâîäèìîì óíèòàðíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

PnP
nV = m2V , (1.9)

ãäå m2 - ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ìîäóëü V .
Èìååòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòè:

m2 > 0: ìàññèâíûå ÷àñòèöû
m2 = 0: áåçìàññîâûå ÷àñòèöû
m2 < 0: òàõèîíû.

Ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûìè ìû è çàéìåìñÿ.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Pn êîììóòèðóþò, èõ ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü Vp - ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî V c ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè pn îïåðàòîðîâ
Pn

PnVp = pnVp . (1.10)

Çàäà÷à1.2.Ïî÷åìó âàæíî óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè Pn?

Çàäà÷à1.3.×òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî Vp â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ?
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ V c îïðåäåëåííûì m2, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ pn äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü óñëîâèþ
pnp

n = m2 . (1.11)

Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ìàññîâîé îáîëî÷êè.
Â ñëåäñòâèå (1.3) ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà pa ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåê-

òîð
Çàäà÷à1.4.Äîêàçàòü
Êàê ìû ïðîâåðÿëè â ïðîøëîì ñåìåñòðå, óðàâíåíèå (1.11) îïèñûâàåò îðáèòû ãðóïïû

Ëîðåíöà. Â ñëó÷àÿõ m2 > 0 è m2 = 0 èìååòñÿ ïî äâå îðáèòû îðòîõðîííîé ãðóïïû
Ëîðåíöà: ñ p0 > 0 è p0 < 0, îòâå÷àþùèå ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì.

Êðîìå òîãî, ïðè m2 = 0 åñòü åùå îðáèòà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷êè pn = 0. Ýòîò
ñëó÷àé íàì åùå ïðèãîäèòñÿ.

Çàäà÷à1.5.Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïàòîëîãè÷åñêîì òàõèîííîì ñëó÷àå ðàçäåëåíèÿ íà ïî-
ëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷àñòîòû íå èìååò Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîãî ñìûñëà.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Vp c ðàçíûìè pn, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîé îðáèòå,
ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ëîðåíöåâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå,

V = ⊕pVp , p : pnp
n = m2 . (1.12)

Çàäà÷à1.6.×òî îçíà÷àåò ýòî ðàçëîæåíèå â ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ?
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Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îáðàòèìû, ïðîñòðàíñòâà Vp c ðàçíûìè p
n íà îä-

íîé îðáèòå ãðóïïû Ëîðåíöà èçîìîðôíû. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü ìîäóëü
V , îñòàåòñÿ èçó÷èòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà Vp äëÿ îäíîãî èç p

n íà îðáèòå p2 = m2.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíîìó àíàëèçó ñëåäóåò ïîíÿòü, î ÷åì èäåò ðå÷ü

íà ÿçûêå ôîðìóë. Â îáùåì ñëó÷àå, âìåñòî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû
îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ϕA(x) c íåêîòîðûì èíäåêñîì A. Âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ ÊÃÔ ñ íåêîòîðîé ìàññîé. Ðàçëîæåíèå Ôóðüå åñòü ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâàì Vp. Èíäåêñ A îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà Vp ïðè ôèêñèðî-
âàííîì pn.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó Vp ïðè ôèêñèðîâàííîì p.
Ïîñêîëüêó Vp ñ ðàçëè÷íûìè p ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, äîñòàòî÷íî ïðîàíà-
ëèçèðîâàòü Vp äëÿ íåêîòîðîãî îäíîãî ñòàíäàðòíîãî pn, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.11).

1.2.1 Ìàññèâíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìàññèâíûé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå óäîáíûé âûáîð èìååò
âèä

pn = (m, 0, . . . 0) . (1.13)

Ýòîò âûáîð îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì â ñèñòåìó ïîêîÿ, òàê êàê îí îòâå÷àåò ñèòóà-
öèè, êîãäà ñêîðîñòè, àññîöèèðîâàííûå ñ pn, ðàâíû íóëþ.

Ñòðóêòóðà Vp ïðè çàäàííîì pn îïðåäåëÿåòñÿ òåìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, êîòî-
ðûå îñòàâëÿþò âûáðàííûé pn èíâàðèàíòíûì. Ãðóïïà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ
Ìàëîé Ãðóïïîé Âèãíåðà, à åå àëãåáðà Ëè - Ìàëîé Àëãåáðîé Âèãíåðà.

Çàäà÷à1.7.Íàéòè ìàëóþ ãðóïïó Âèãíåðà â ìàññèâíîì ñëó÷àå m2 > 0.
Î÷åâèäíî, ìàëàÿ ãðóïïà Âèãíåðà â ìàññèâíîì ñëó÷àå åñòü O(d − 1) äëÿ ÷àñòèöû â

d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â ïðèâû÷íîì íàì ñëó÷àå d = 4 ýòî ãðóïïà O(3).
Òàêèì îáðàçîì êëàññèôèêàöèÿ ðàçíûõ òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñâîäÿùàÿñÿ ê

êëàññèôèêàöèè óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå, ñâåëàñü ê êëàññèôèêàöèè
óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàëîé ãðóïïû Âèãíåðà, êîòîðàÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíûõ ÷à-
ñòèö åñòü O(d − 1). Èíûìè ñëîâàìè, ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì àëãåáðû Ïóàíêàðå
îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå (ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå) o(d− 1)-ìîäóëè.

ß íå áóäó îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ôîðìàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà, êîòîðûé
ñëåäóåò èç êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÷àñòèö â
äóõå óðàâíåíèé ìàññèâíîãî ïîëÿ ñïèíà 1, êîòîðûå ìû îáñóäèì íèæå.

Çàäà÷à1.8.Êàêèå O(n)-ìîäóëè âû çíàåòå?
Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð äàåòñÿ âåêòîðíûì o(d− 1)-ìîäóëåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

ýëåìåíòû Vp ÿâëÿþòñÿ o(d − 1)-âåêòîðàìè. Îáîçíà÷èì èõ Ãi(p) ñ i = 1, . . . , d − 1. Ýòîò
òèï ìîäóëåé àññîöèèðóåòñÿ ñ ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé Þíãà �.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Ãi(p) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Ôóðüå êîìïîíåíòàìè
ðåëÿòèâèñòñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ An(x). Êàê ëþáîå íåïðèâîäèìîå âåêòîðíîå ïîëå An(x)
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ÊÃÔ

(�+m2)An(x) = 0 , (1.14)
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îãðàíè÷èâàþùåìó èìïóëüñ óñëîâèåì (1.11).
ßñíî, ÷òî ðåøåíèÿ (1.14) îáðàçóþò Ïóàíêàðå - ìîäóëü.
Çàäà÷à1.9.Íåïðèâîäèì ëè ýòîò ìîäóëü?
Çàäà÷à1.10.Êàêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî âûäåëèòü?
Ïîäìîäóëü âûäåëÿåòñÿ íàëîæåíèåì ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ Ëîðåíöà

∂nA
n(x) = 0 . (1.15)

Çàäà÷à1.11.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå Ïóàíêàðå èíâàðèàíòíî è âûäåëÿåò ïîäìî-
äóëü.

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî òàêèì îáðàçîì êàê ðàç ïîëó÷àåòñÿ îïèñàíèå ÷àñòèöû ñïèíà 1,
îòâå÷àþùåé âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìàëîé ãðóïïû Âèãíåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðå-
õîäÿ ê Ôóðüå êîìïîíåíòàì

An(x) =

∫
ddpÃn(p) exp ixnpn , (1.16)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (1.14) îãðàíè÷èâàåò èìïóëüñû pn Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûì
óñëîâèåì ìàññîâîé îáîëî÷êè (1.11).

Â ñèñòåìå ïîêîÿ, ãäå òîëüêî p0�êîìïîíåíòà îòëè÷íà îò íóëÿ, óñëîâèå Ëîðåíöà äàåò
Ã0(p) = 0 îñòàâëÿÿ íåîãðàíè÷åííûìè ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Ãi(p). Âåêòîðà

Ãi(p) êàê ðàç è ïîðîæäàþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Vp, îáðàçóþùåå âåêòîðíûé o(d− 1)-
ìîäóëü.

Çàìå÷ó, ÷òî ìàññèâíûå ïîëÿ ñïèíà 1 èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðèè
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàê îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûå áîçîíû W± è Z.

Îáùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ìàññèâíûõ ÷àñòèö, âïåðâûå ïðèìåíåííîå Äè-
ðàêîì â 30õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà, òàêîâî: áåðèòå òî èëè èíîå òåíçîðíîå ïîëå An1,n2,...,
ïîä÷èíèòå åãî óðàâíåíèþ ÊÃÔ ñ òîé èëè èíîé ìàññîé m2 > 0 è íàëîæèòå íà íåãî ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî Ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé òèïà îïðåäåëåííîé ñèì-
ìåòðèè ïî òåíçîðíûì èíäåêñàì, áåññëåäîâîñòè è âñåâîçìîæíûå óñëîâèÿ Ëîðåíöà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìàññèâíîãî ïîëÿ ñïèíà 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåëÿ-
òèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà òåíçîðíîå ïîëå ϕnm(x), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ ÊÃÔ

(�+m2)ϕnm(x) = 0 , (1.17)

à òàêæå óñëîâèþ ñèììåòðèè
ϕnm = ϕmn (1.18)

áåññëåäîâîñòè
ϕnmηnm = 0 , (1.19)

è ïîïåðå÷íîñòè
∂nϕ

nm = 0 . (1.20)
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Â ñèñòåìå ïîêîÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò óñëîâèå ϕ0n = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñòàþò-
ñÿ íåíóëåâûìè òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ϕij i, j = 1, . . . n−1, ïîä÷èíåííûå
óñëîâèÿì ñèììåòðèè è áåññëåäîâîñòè

ϕij = ϕji , ϕijδij = 0 . (1.21)

Tàêîé òåíçîð äåéñòâèòåëüíî îáðàçóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû Âèã-
íåðà O(d− 1).

×òî çíà÷èò ðàññìîòðåòü òåíçîð îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè âîïðîñ íå òàêîé ïðîñòîé -
îòâåò íà íåãî äàåòñÿ íà ÿçûêå äèàãðàìì Þíãà. Ýòîò æå ÿçûê äàåò îòâåò íà âîïðîñ î
êëàññèôèêàöèè òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé o(n). Ìû ïîçæå ê íåìó âåðíåìñÿ.

Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ o(n), êîòîðûå
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òåíçîðíûõ è êîòîðûå â ôèçèêó òàêæå ââåë Äèðàê. Èõ ïî-
ñòðîåíèå ñâÿçàíî ñ î÷åíü âàæíîé è ñîäåðæàòåëüíîé êîíñòðóêöèåé àëãåáð Êëèôôîðäà,
ê èçó÷åíèþ êîòîðûõ ìû ïåðåéäåì ñðàçó ïîñëå îáñóæäåíèÿ ÷àñòèö ñ íóëåâîé ìàññîé
ïîêîÿ.
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Ëåêöèÿ 2.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 19 ñåíòÿáðÿ 2019.

2.3 Êîíñòðóêöèÿ Âèãíåðà: áåçìàññîâûé ñëó÷àé

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ëåêöèè â àóäèòîðèè áûëà ñâÿçàíà ñ îòâåòàìè íà âîïðîñû, êà-

ñàâøèìèñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîýòîìó ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü îêàçàëàñü äîñòà-

òî÷íî êîðîòêîé.

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü Vp äëÿ ñâåòî-
ïîäîáíîãî èìïóëüñà pn óäîâëåòâîðÿþùåãî pnpmη

nm = 0. Äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü
ñëó÷àé ëþáîãî (íåíóëåâîãî) ñâåòîïîäîáíîãî âåêòîðà pn, êîòîðûé ìîæíî âûáðàòü íà-
ïðèìåð â âèäå

pn = ω(1, 1, . . . 0) , (2.1)

ãäå ω - íåêîòîðîå íåíóëåâîå ÷èñëî.
Ìû äîëæíû íàéòè ìàëóþ àëãåáðó Âèãíåðà lp êàê ïîäàëãåáðó Ëîðåíöà, îñòàâëÿþùóþ

èíâàðèàíòíûì pn. Î÷åâèäíî, lp ñîäåðæèò àëãåáðó o(d − 2), äåéñòâóþùóþ íà íóëåâûå
êîìïîíåíòû pn. Åå ãåíåðàòîðû:

Lij , i, j = 2, . . . d− 1 . (2.2)

Îäíàêî ýòî íå âñå. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè ëîðåíöåâûõ ãåíåðàòîðîâ
òàêæå îñòàâëÿþò pn èíâàðèàíòíûìè

L+i := L0i + L1i (2.3)

Çàäà÷à2.1.Óáåäèòüñÿ . Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå, ÷òî

η++ =
∂xm

∂x+
∂xn

∂x+
ηmn = 0 , x+ := x0 + x1 .

Ãåíåðàòîðû L+i ñîâìåñòíî ñ Lij óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíî-
øåíèÿì

[Lij , L+k] = −i(δjkL+i − δikL+j) . (2.4)

[L+i , L+j] = 0 . (2.5)

Çàäà÷à2.2.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî àëãåáðà Ëè iso(d − 2) äâèæåíèé d − 2-ìåðíîãî ýâ-
êëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè L+i èãðàþò ðîëü ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé.
Òàêèì îáðàçîì, â áåçìàññîâîì ñëó÷àå Vp äîëæíî îáðàçîâûâàòü íåïðèâîäèìûé óíè-

òàðíûé ìîäóëü iso(d−2). Èìååòñÿ îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî
óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ iso(d−2) ëèáî áåñêîíå÷íîìåðíû ëèáî íà íèõ îïåðàòîðû ñäâè-
ãîâ äåéñòâóþò òðèâèàëüíî. Âèãíåð ðàññìîòðåë îáà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé òèï ïðåäñòàâëåíèé
íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè áåñêîíå÷íîãî ñïèíà, à âòîðîé ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íîãî
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ñïèíà. Ïîñëåäíèé îïèñûâàåò áåçìàññîâûå ïîëÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò è ïðåä-
ñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ, õîòÿ â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ïîëÿ áåñêîíå÷íîãî ñïèíà
ñòàëè àêòèâíî îáñóæäàòüñÿ â ëèòåðàòóðå.

Çàäà÷à2.3.Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè ãåíåðàòîðû L+i, èãðàþùèå ðîëü ãåíåðàòîðîâ òðàíñ-
ëÿöèé, äåéñòâóþò íåòðèâèàëüíî, òî ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì êîíå÷íî-êîìïîíåíòíûõ ïîëåé, ìû ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ðàçëè÷íûå òèïû áåçìàññîâûõ ïîëåé êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ðàçëè÷íûì
òèïàì o(d − 2)-ìîäóëåé. Íåñêîëüêî îãðóáëÿÿ òåðìèíîëîãèþ, o(d − 2) ÷àñòî íàçûâàþò
áåçìàññîâîé àëãåáðîé Âèãíåðà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð áåçìàññîâîãî ïîëÿ ñïèíà 1 - ýëåêòðîäèíàìèêà Ìàêñâåëëà. Óðàâ-
íåíèÿ íà áåçìàññîâîå âåêòîðíîå ïîëå An èìåþò âèä àíàëîãè÷íûé ìàññèâíîìó ñëó÷àþ

�An = 0 , ∂nA
n = 0 . (2.6)

Íî åñòü è ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå. Åñëè â ìàññèâíîì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàëè
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ïóàíêàðå, òî â áåçìàññîâîì ýòî íå òàê.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D0,1 ñîäåðæèò ïîäìîäóëü D0,0 èçîìîðôíûé ïðîñòðàíñòâó ðå-
øåíèé áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò áåçìàñ-
ñîâîìó óðàâíåíèþ ÊÃÔ

�ϕ(x) = 0 . (2.7)

Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå âèäà
An(x) = ∂nϕ(x) (2.8)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (2.6).
Çàäà÷à2.4.Óáåäèòüñÿ.
ßñíî, ÷òî ïîëÿ òàêîãî âèäà îáðàçóþò Ïóàíêàðå-ìîäóëü.
Íåïðèâîäèìûì ìîäóëåì ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ìîäóëü D0,1/D0,0. Èíûìè ñëîâàìè, ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.6), îòëè÷àþùèåñÿ íà ýëåìåíòû D0,0, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýêâèâà-
ëåíòíûå

An(x) ≃ An(x) + ∂nϕ(x) , �ϕ(x) = 0 . (2.9)

Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèñóùà áåçìàññîâûì ïîëÿì - íàïðèìåð ïîëÿì Ôðîíñäàëà èç
çàäàíèÿ íà ëåòî - è íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòüþ.

Ïðè ÷åì æå çäåñü ìàëàÿ ãðóïïà o(d − 2)? Ðàññìîòðèì Ôóðüå-îáðàç Ãn(p). Ïóñòü
èìïóëüñ èìååò âèä (2.1). Òîãäà óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè äàåò

A− := A0(p)− A1(p) = 0 . (2.10)

Çàäà÷à2.5.Ïðîâåðèòü
Â ðåçóëüòàòå, îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû ïîëÿ An

A+ := A0(p) + A1(p) , Ai , i = 1, . . . d− 2 . (2.11)

Íî êîìïîíåíòà A+ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êàëèáðîâî÷íîé è äîëæíà áûòü îòôàêòîðèçîâàíà (ò.å.
íå îïèñûâàåò ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû). Â ðåçóëüòàòå, ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû
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îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè Ai, êîòîðûå êàê ðàç è ðåàëèçóþò âåêòîðíîå
ïðåäñòàâëåíèå áåçìàññîâîé àëãåáðû o(d− 2).

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû áåçìàññîâûõ ïîëåé ëåæàò â ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (2.1) ýòî x1).

Â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåçìàññîâîå ïîëå ñïèíà
îäèí (ïîëå Ìàêñâåëëà) îïèñûâàåò äâå ïîëÿðèçàöèè. Îïðåäåëåííîìó âûáîðó ïîëÿðè-
çàöèè, îòâå÷àåò ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò. Îòìå÷ó, ÷òî ìàññèâíîå ïîëå ñïèíà 1 èìååò òðè
ïîëÿðèçàöèè - äâå ïîïåðå÷íûõ è îäíó ïðîäîëüíóþ.

Çàäà÷à2.6.Ïî÷åìó áåçìàññîâûå ïîëÿ íå èìåþò ïðîäîëüíûõ ïîëÿðèçàöèé?
Äðóãèå áåçìàññîâûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ìàñ-

ñèâíûìè ïðè m = 0, íî çà ñ÷åò êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé ÷àñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû
ïðîïàäàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé Âèãíåðà.

Çàäà÷à2.7.Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé áåçìàññîâîãî ïîëÿ ñïèíà 2 (ãðàâèòîíà) è
îïðåäåëèòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì îð-
òîãîíàëüíûõ ãðóïï (àëãåáð). Ìû çíàêîìû ñ âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì O(n). Èç íåãî
ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîÿòñÿ òåíçîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
(Êàê èìåííî ýòî äåëàåòñÿ ìû îáñóäèì â äåòàëÿõ ïîçäíåå.) Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñå
O(n)-ìîäóëè ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì. Åñòü åùå ñïèíîðíûå ìîäóëè, â òåðìèíàõ êîòî-
ðûõ îïèñûâàþòñÿ ÷àñòèöû ïîëóöåëûõ ñïèíîâ, íà÷èíàÿ ñî ñïèíà 1/2. Ê ýòîìó êëàññó
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îòíîñÿòñÿ ýëåêòðîí, ìþîí, íåéòðèíî, êâàðêè è äðóãèå ÷àñòèöû.
×òîáû ïîíÿòü êàê îïèñûâàþòñÿ òàêèå ÷àñòèöû íàì ïðèäåòñÿ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿ-
òèåì àëãåáðû Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì ñ
áîëüøèì ÷èñëîì ïðèëîæåíèé êàê â ôèçèêå, òàê è ìàòåìàòèêå.
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Ëåêöèÿ 3.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 26 ñåíòÿáðÿ 2019.

3.4 Àëãåáðà Êëèôôîðäà

Àëãåáðîé Êëèôôîðäà íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà Cld(K) (K = C èëè R) c îáðà-
çóþùèìè ϕn, n = 1, 2, . . . d, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

{ϕn , ϕm} = 2ηnmI . (3.1)

Çäåñü I - åäèíè÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû, à ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò àíòèêîììóòàòîð

{a , b} := ab+ ba (3.2)

ïî îòíîøåíèþ ê àññîöèàòèâíîìó ïðîèçâåäåíèþ â àëãåáðå Êëèôôîðäà, êîòîðîå íèêàêèì
ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì íå îáîçíà÷àåòñÿ. ηnm = ηmn - íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè d × d. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, â îáùåì îïðåäåëåíèè ηnm ìîæåò áûòü
âûðîæäåííîé, íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé.)

Òåðìèí îáðàçóþùèå îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðà Cld(K) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïîëè-
íîìîâ, ïîñòðîåííûõ èç ϕn, ïîä÷èíåííûõ ñîîòíîøåíèÿì (3.1). Åñëè âñïîìíèòü ïîíÿòèå
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé U(l) àëãåáðû Ëè l, òî àëãåáðó Êëèôôîðäà ìîæíî ïîíè-
ìàòü êàê óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ ñîîòíîøåíèé (3.1).

Â êà÷åñòâå áàçèñà àëãåáðû Êëèôôîðäà ìîæíî âûáðàòü ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè-
çîâàííûå ïðîèçâåäåíèÿ

ϕ[n1 . . . ϕnk] , k = 0, 1, . . . d (3.3)

Çàäà÷à3.1.Äîêàçàòü.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî èñïîëüçîâàòü, ÷òî, â ñèëó (2.1), ñèììåòðèçàöèÿ ïî ëþáîé

ïàðå èíäåêñîâ ïîíèæàåò ñòåïåíü ïîëèíîìà, ÷òî ïîçâîëÿåò âåñòè èíäóêöèþ ïî k.
Ïðèìåð.

ϕnϕm =
1

2
(ϕnϕm + ϕmϕn) +

1

2
(ϕnϕm − ϕmϕn) . (3.4)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà (3.1), ýòî äàåò

ϕnϕm = ηnmI + ϕ[nϕm] , ϕ[nϕm] :=
1

2
(ϕnϕm − ϕmϕn) . (3.5)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí äàåò âêëàä â ïîëèíîìû ìëàäøåé (â äàííîì ñëó÷àå
íóëåâîé) ñòåïåíè.

Â ðåçóëüòàòå, îáùèé ýëåìåíò ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

a =
d∑

i=0

ai , ai := an1...niϕn1 . . . ϕni
, a0 := aI , (3.6)
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ãäå êîýôôèöèåíòû an1...ni ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íû

a...nq ...np... = −a...np...nq ... (3.7)

Çàäà÷à3.2.Ïî÷åìó ñóììèðîâàíèå êîíå÷íî?
Çàäà÷à3.3.Íàéòè ÷èñëî êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà an1...np .

Np =
d!

p!(d− p)!
(3.8)

Çàäà÷à3.4.Êàêîâà ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Êëèôôîðäà?

dim Cld =
d∑

p=0

Np = 2d . (3.9)

Èòàê, àëãåáðà Êëèôôîðäà - êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé

dim Cld = 2d . (3.10)

Êàêèå êîíå÷íîìåðíûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû ìû çíàåì?

Çàäà÷à3.5.Êàêîâà ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ìàòðèö Matn?

dimMatn = n2 . (3.11)

Çàäà÷à3.6.Íå ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà Êëèôôîðäà ìàòðè÷íîé àëãåáðîé? Êàêîìó óñëî-
âèþ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü äëÿ ýòîãî d?

Îêàçûâàåòñÿ (ìû â ýòîì óáåäèìñÿ), ÷òî

Cl2M =Mat2M , (3.12)

à
Cl2M+1 =Mat2M ⊕Mat2M . (3.13)

Îòìå÷ó, ÷òî ýòî ñîâñåì íå ñëó÷àéíî ïîëó÷èëîñü, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû
Âåääåðáåðíà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
A íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé àëãåáðîé. Ìû óâèäèì, ÷òî àëãåáðà
Cl2M - ïðîñòàÿ, à àëãåáðà Cl2M+1 - íåò â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.13).

Åùå îäíà ëþáîïûòíàÿ ìàòðåøå÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ Cl2M òàêîâà: ýòî àëãåáðà ìàòðèö
2x2, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè 2x2 è òàê äàëåå M ðàç.

Â ñâÿçè ñ ýòèì
Çàäà÷à3.7.Ðàññìîòðèì àëãåáðó ìàòðèö n × n, ýëåìåíòû êîòîðîé ñàìè ÿâëÿþòñÿ

ìàòðèöàìè m×m. Óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèå ìàòðèöû ïîðîæäàþò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó
A. Íàéòè åå ðàçìåðíîñòü è ðåàëèçîâàòü êàê ìàòðè÷íóþ àëãåáðó.

Íà ñàìîì äåëå, ðå÷ü çäåñü èäåò î êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ àññîöèà-
òèâíûõ àëãåáð:

Matnm =Matn ⊗Matm . (3.14)
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ß âåðíóñü ê êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàññêàçà ïðî ñïè-
íîðû.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò

Γ := i
d(d−1)

2

√
det|η|ϕ0ϕ1 . . . ϕd−1 . (3.15)

Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî
Γϕn = (−1)d−1ϕnΓ (3.16)

è
Γ2 = I . (3.17)

Çàäà÷à3.8.Óáåäèòüñÿ
Ñâîéñòâo (3.16) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ d ýëåìåíò Γ êîììóòèðóåò ñ ϕn, à çíà-

÷èò è ñ ëþáûì äðóãèì ýëåìåíòîì àëãåáðû Êëèôôîðäà. Èíûìè ñëîâàìè, Γ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïðè íå÷åòíûõ d. Ñâîéñòâî (3.17) ïîçâîëÿåò íàì ââåñòè ïðî-
åêòîðû

P± :=
1

2
(I ± Γ) : P±P± = P± , P±P∓ = 0 , P+ + P− = I . (3.18)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü àëãåáðó Êëèôôîðäà Cl â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ
ïîäàëãåáð

Cld = Cl+d ⊕ Cl
−
d , Cl±d := P±Cld . (3.19)

Îðòîãîíàëüíîñòü è öåíòðàëüíîñòü ïðîåêòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî ϕ+ϕ− = 0 äëÿ ëþáûõ
ϕ+ ∈ Cl+d è ϕ− ∈ Cl−d . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Cld èìååò áëîê-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó ñ
äâóìÿ áëîêàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ Cl+d è Cl−d .

Cl+d

Cl−d

Çàäà÷à3.9.Äîêàçàòü, ÷òî

Cl±d ∼= Cld−1 , d íå÷åòíî . (3.20)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñâîäèò àíàëèç àëãåáð Êëèôôîðäô ñ íå÷åòíûìè d ê ÷åòíîìó.
Çàäà÷à3.10.Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé ïðîâåðèòü, ÷òî

Cl0(C) - àëãåáðà ÷èñåë, ò.å. C;
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Cl1(C) = C⊕ C;
Cl2(C) ñ ηnm = δnm - àëãåáðà ìàòðèö 2× 2.
Cl3(C) ∼= Cl2(C)⊕ Cl2(C).

3.5 Àëãåáðà Êëèôôîðäà êàê Z2-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííîé, åñëèA = A+⊕A− êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

A+A+ ⊂ A+ , A−A− ⊂ A+ , (3.21)

A+A− ⊂ A− , A−A+ ⊂ A− . (3.22)

Èíûìè ñëîâàìè çàêîí êîìïîçèöèè âåäåò ñåáÿ êàê ÷åòíûå è íå÷åòíûå ÷èñëà ïî ñëîæå-
íèþ. Ýëåìåíòû A+ è A− íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à3.11.Íàéòè Z2 ãðàäóèðîâêó àëãåáðû Êëèôôîðäà
Çàäà÷à3.12.Ïðîâåðèòü, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åòíûå è íå÷åòíûå ýëåìåíòû çà-

äàþò Z2 ãðàäóèðîâêó àëãåáðû Êëèôôîðäà

f(ϕ) ⊂ Cl+n : f(−ϕ) = f(ϕ) (3.23)

f(ϕ) ⊂ Cl−n : f(−ϕ) = −f(ϕ) (3.24)

Çàäà÷à3.13.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå÷óâñòâèòåëüíî ê âûáîðó ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé â àëãåáðå Êëèôôîðäà
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Ëåêöèÿ 4.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 10 îêòÿáðÿ 2019.

(3 îêòÿáðÿ Àíàòîëèé Êîðèáóò ðàçáèðàë ñî ñòóäåíòàìè

çàäà÷è íà ëåòî.)

4.6 Äèôôåðåíöèðîâàíèå â àëãåáðå

Ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, îáñóæäàâøèéñÿ â Ëåêöèè îò 2 ìàÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîì-
ìóòàòîð â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ åå äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò
ïðàâèëó Ëåéáíèöà

[a , bc] = [a , b]c+ b[a , c] . (4.1)

Çàäà÷à4.1.Ïðîâåðèòü òåì, êòî çàáûë.
Ïóñòü òåïåðü A - Z2 ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà. Ïî îïðåäåëåíèþ îäíîðîäíûå ýëåìåíòû

îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòüþ, ò.å. ïðèíàäëåæàò ëèáî A+ ëèáî A−. Ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèì ýëåìåíòàì a ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷åòíîñòü

π(a) = 0 : a ∈ A+ , π(a) = 1 : a ∈ A− . (4.2)

Ãðàäóèðîâàííûì êîììóòàòîðîì èëè ñóïåðêîììóòàòîðîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîì-
áèíàöèÿ

[a , b]± := ab− (−1)π(a)π(b)ba . (4.3)

Çàäà÷à4.2.Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ a è b ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì,
òî ñóïåðêîììóòàòîð ñâîäèòñÿ ê êîììóòàòîðó, à åñëè îáà íå÷åòíûå - òî ê àíòèêîììóòà-
òîðó.

Ñóïåðêîììóòàòîð ïîðîæäàåò íå÷åòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå (ñóïåðäèôôåðåíöèðî-
âàíèå), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàäóèðîâàííîìó ïðàâèëó Ëåéáíèöà.

[a , bc]± = [a , b]±c+ (−1)π(a)π(b)b[a , c] . (4.4)

Çàäà÷à4.3.Ïðîâåðèòü
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå a, b, c íå÷åòíû, ýòî äàåò

[a , bc] = {a , b}c− b{a , c} . (4.5)

Çàäà÷à4.4.Ïðîâåðèòü
Êàê îáñóæäàëîñü â ëåêöèè îò 2 ìàÿ, â îáùåì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû

A (àññîöèàòèâíîé èëè àëãåáðû Ëè) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ D, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ïðàâèëó Ëåéáíèöà,

D(ab) = D(a)b+ aD(b) , (4.6)

êîòîðîå â ñëó÷àå àëãåáð Ëè èìååò âèä

D([a , b]) = [D(a) , b] + [a ,D(b)] . (4.7)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Da(b) := [a , b], ïîðîæäåííûå êîììóòàòîðàìè ñ ýëåìåíòàìè a ∈ A
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D, êîòîðûå íå ïîðîæäåíû êîììóòàòî-
ðàìè, íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè.

Âàæíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðîâàíèé, îáñóæäàâøèåñÿ â ïðîøëîì ñåìåñòðå:
Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè D(A) ïî îòíîøåíèþ ê èõ êîììóòèðîâà-

íèþ
D1,2(b) := D1(D2(b))−D2(D1(b)) . (4.8)

Âíóòðåííèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Din(A) îáðàçóþò èäåàë D(A).
Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ýëåìåíòàìè

ôàêòîð-àëãåáðû D(A)/Din(A).
Çàäà÷à4.5.Ïðîäóìàòü
Çàäà÷à4.6.Ðàñïðîñòðàíèòü ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àé ñóïåðêîììó-

òàòîðîâ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ñóïåðàëãåáðû Ëè.
Îïðåäåëåíèå.

Àëãåáðà S íàçûâàåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé Ëè, åñëè îíà Z2-ãðàäóèðîâàíà è äëÿ îäíîðîäíûõ
ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòüþ, åå çàêîí êîìïîçèöèè [a , b]± óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñèììåòðèè

[a , b]± = (−1)π(a)π(b)[b , a]±

è òîæäåñòâó ßêîáè

(−1)π(a)π(c)[a , [b , c]±]± + (−1)π(a)π(b)[b , [c , a]±]± + (−1)π(b)π(c)[c , [a , b]±]± = 0 .

Çàäà÷à4.7.Ïðîâåðèòü, ÷òî òîæäåñòâî ßêîáè ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâîì, åñëè ñóïåð-
ëèåâñêîå ïðîèçâåäåíèå [a , b]± ðåàëèçîâàíî êàê ñóïåðêîììóòàòîð (4.3).

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå D - ÷åòíî, åñëè π(D(a)) = π(a) è íå÷åòíî, åñëè π(D(a)) =

1−π(a), ò.å. ÷åòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå ìåíÿþò ÷åòíîñòü ýëåìåíòà, íà êîòîðîé îíè
äåéñòâóþò, à íå÷åòíûå - ìåíÿþò. Èíûìè ñëîâàìè,

π(D(a)) = π(D) + π(a) ïî ìîäóëþ 2

Çàäà÷à4.8.Ïðîâåðèòü, ÷òî ñóïåðäèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàçóþò ñóïåðàëãåáðó Ëè
ïî îòíîøåíèþ ê òàê ââåäåííîé ÷åòíîñòè.

4.7 Ñâÿçü ñ ãðóïïîé Ëîðåíöà

Ïî÷åìó æå àëãåáðà Êëèôôîðäà òàê âàæíà äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêè? Ïîòîìó ÷òî åå
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîðîæäàþò ïðåäñòàâëåíèÿ (ïñåâäî)îðòîãîíàëüíûõ àëãåáð - ñïèíîðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíòû

Lnm := − i
4
[ϕn , ϕm] (4.9)
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óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû o(d) èëè o(d − 1, 1) ïðè ηnm ñ
ñèãíàòóðîé Ìèíêîâñêîãî.

Â ýòîì ëåã÷å âñåãî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà (ñóïåð)äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñó-
ïåð) êîììóòàòîðîâ. Ñíà÷àëà ïîëó÷àåì c ïîìîùüþ (4.5), èñïîëüçóÿ Z2 ãðàäóèðîâêó àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà,

[ϕl , Lnm] = −
i

4
({ϕl , ϕn}ϕm − ϕn{ϕl , ϕm})− n↔ m = −i(ηlnϕm − ηlmϕn) . (4.10)

Çàäà÷à4.9.Äîêàçàòü
Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ, ÷òî êîììóòàòîð ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ïîëó÷àåì

[Lnm , Lkl] = −i(ηmkLnl − ηnkLml − ηmlLnk + ηnlLmk) . (4.11)

Çàäà÷à4.10.Äîêàçàòü
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëå-

íèå àëãåáðû Ëè Ëîðåíöà. Ïîñòðîåíèåì ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Êëèôôîðäà ìû è çàé-
ìåìñÿ. Òàê âîçíèêàþò ñïèíîðû.

4.8 Z-ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû
Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ Z-ãðàäóèðîâàííîé, åñëè

A = ⊕∞
i=−∞Ai (4.12)

êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è âûïîëíåíî óñëîâèå

AiAj ⊂ Ai+j . (4.13)

Âàæíîå çàìå÷àíèå: àëãåáðà A ìîæåò áûòü êîíå÷íîìåðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïîäïðîñòðàíñòâ Ai íå ïóñòî.

Çàäà÷à4.11.Äîêàçàòü, ÷òî Z-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííîé.
Âñÿêàÿ Z-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà A ñîäåðæèò òðè åñòåñòâåííûõ ïîäàëãåáðû A+, A0

è A−, ñîñòîÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî, èç ýëåìåíòîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé, íóëåâîé è îòðèöàòåëü-
íîé ãðàäóèðîâêîé.

Çàäà÷à4.12.Äîêàçàòü

4.8.1 Àëãåáðà Êëèôôîðäà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãåáðà Êëèôôîðäà Z-ãðàäóèðîâàíà. ×òîáû ýòî óâèäåòü íàäî ïåðåé-
òè ê äðóãîìó áàçèñó. Èìåííî, â Cld ñ ÷åòíûì d ìîæíî âûáðàòü îáðàçóþùèå ψ−

a è ψ+a ñ
a = 1, . . . , d/2, óäîâëåòâîðÿþùèå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

{ψ−
a , ψ

+b} = δba , {ψ−
a , ψ

−
b } = 0 , {ψ+a , ψ+b} = 0 . (4.14)

Çàäà÷à4.13.Óáåäèòüñÿ.
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Ïîäñêàçêà: ßâíî ïîñòðîéòå ψ±
a èç ϕn â ñëó÷àÿõ àëãåáð Êëèôôîðäà ñ äâóìÿ îáðàçó-

þùèìè ñ ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî (ñèãíàòóðà (1,-1)) è Åâêëèäà (ñèãíàòóðà (1,1)).
Â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ ψ±

a ýëåìåíò

Ψ = ψ+
a1
. . . ψ+

al+
ψ−
a1
. . . ψ−

al−
(4.15)

íàäåëÿåòñÿ Z-ãðàäóèðîâêîé
degΨ := l+ − l− . (4.16)

Çàäà÷à4.14.Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðàâèëî çàäàåò Z-ãðàäóèðîâêó àëãåáðû Êëèôôîðäà.

4.8.2 Àëãåáðà ìàòðèö

Ïóñòü aij ∈Matn(C) ýëåìåíò àëãåáðû n× n ìàòðèö ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè

(ab)ij = aikb
k
j , i, j, k = 1, . . . n .

(Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì èäåò ñóììèðîâàíèå.)
Çàäà÷à4.15.Ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ Z-ãðàäóèðîâêó:

Deg aij := i− j ,

ò.å., ÷òî Deg ab = Deg a+Deg b .
Çàäà÷à4.16.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñ ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé è íóëåâîé

ãðàäóèðîâêîé îïèñûâàþò âåðõíèå òðåóãîëüíûå, íèæíèå òðåóãîëüíûå è äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à4.17.Äîêàçàòü, ÷òî âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû (ñ äèàãîíàëüþ èëè áåç)
îáðàçóþò ïîäàëãåáðó àëãåáðû ìàòðèö.
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Ëåêöèÿ 5.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 17 îêòÿáðÿ 2019.

5.9 Ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè

Ïðåæäå ÷åì ïîñòðîèòü ñïèíîðíûé ìîäóëü àëãåáðû Êëèôôîðäà ðàññìîòðèì îáùèé ñëó-
÷àé Z-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû. Âñå ðàâíî êàêîé - àëãåáðû Ëè èëè àññîöèàòèâíîé.

Â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ðàçëè÷àþò ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè. Ëåâûé ìîäóëü
îïðåäåëÿåòñÿ "åñòåñòâåííûì îáðàçîì"

ab(v) = a(b(v)) ∀a, b ∈ A v ∈ V . (5.1)

Ëåâûì îí íàçûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè a ñòîèò ñëåâà îò v.
Ïðàâûé ìîäóëü ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ýëåìåíòû àëãåáðû ñòîÿëè áû ñïðàâà îò v. Ýêâèâà-

ëåíòíî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîòðåáîâàòü

ab(v) = b(a(v)) ∀a, b ∈ A v ∈ V . (5.2)

Çàäà÷à5.1.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ìîäóëü.
Çàäà÷à5.2.Â ñëó÷àå àëãåáðû ìàòðèö êàêèå ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè âàì èçâåñòíû?
Ïóñòü A-àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ ïðîèçâåäåíèåì a ◦ b. Îïðåäåëèì òðàíñïîíèðîâàí-

íóþ àëãåáðó Ã ñ ïðîèçâåäåíèåì ◦̃ òàêèì, ÷òî êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îíà ñîâïàäàåò
ñ A, à ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä.

a◦̃b := b ◦ a . (5.3)

Çàäà÷à5.3.Äîêàçàòü, ÷òî Ã - àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà.

Çàäà÷à5.4.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ˜̃A = A.
Çàäà÷à5.5.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâûå ìîäóëè A ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìè ìîäóëÿìè Ã è

íàîáîðîò.
Ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå. Åñëè àëãåáðà A èçîìîðôíà ñâîåé

òðàíñïîíèðîâàííîé Ã, òî åå ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè èçîìîðôíû.
Â ïðèìåíåíèè ê àëãåáðå Êëèôôîðäà, ýòà ïðîñòàÿ ëåììà èìååò âàæíîå è íå âïîëíå

òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ôèçèêè ýòà ìàòðèöà ñâÿçûâàåò ÷àñòèöû ñ àíòè÷àñòèöàìè).

Çàäà÷à5.6.Äîêàçàòü, ÷òî C̃ld = Cld
Çàäà÷à5.7.Êàê ñâÿçàíû ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè àëãåáð Ëè?
Çàäà÷à5.8.Êàêàÿ îïåðàöèÿ óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ëåâîãî è ïðàâîãî ìîäóëåé

àëãåáðû ìàòðèö?
Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïîðîæäà-

åòñÿ òîé èëè èíîé áèëèíåéíîé ôîðìîé è íàçûâàåòñÿ àíòèàâòîìîðôèçìîì. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, àíòèàâòîìîðôèçìîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå A â ñåáÿ ρ(a) ∈ A, òàêîå ÷òî, ∀a, b ∈ A

ρ(ab) = ρ(b)ρ(a) . (5.4)

17



Íàïîìíþ, ÷òî àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå A â ñåáÿ τ(a) ∈ A, òàêîå ÷òî, ∀a, b ∈ A

τ(ab) = τ(a)τ(b) . (5.5)

Ïóñòü ηij íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà (â äåéñòâèòåëüíîñòè, åå ëó÷øå íàçûâàòü áèëè-
íåéíîé ôîðìîé)

det |ηij| ̸= 1 . (5.6)

Çàäà÷à5.9.Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

ρ(aij) := ηikη−1
lj a

l
k (5.7)

ïîðîæäàåò àíòèàâòîìîðôèçì àëãåáðû ìàòðèö.
Çàäà÷à5.10.Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

τ(aij) := U i
ka

k
lU

−1l
j (5.8)

ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì àëãåáðû ìàòðèö äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöû U i
j.

5.9.1 Ìîäóëè Z-ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

Ïóñòü V - Z-ãðàäóèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

V = ⊕∞
n=−∞Vn . (5.9)

Ìîäóëü V Z-ãðàäóèðîâàí, åñëè
AnVm ⊂ Vn+m . (5.10)

A-ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ìëàäøåãî âåñà, åñëè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà Vn ñ n < 0
ðàâíû íóëþ, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå

V = ⊕∞
n=0Vn . (5.11)

Ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ÷àñòî íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì.
Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó íóëåâîé ãðàäóèðîâêè A0 ⊂ A. Âñå îäíîðîäíûå ïîäïðîñòðàí-

ñòâà Vn ⊂ V îáðàçóþò A0-ìîäóëè.
Çàäà÷à5.11.Äîêàçàòü
Â ÷àñòíîñòè, V0 îáðàçóåò A0-ìîäóëü. ×èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå V0 êàê A0-ìîäóëü,

íàçûâàþòñÿ åãî âåñàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ, V0 àííèãèëèðóåòñÿ âñåìè ýëåìåíòàìè îòðèöà-
òåëüíîé ãðàäóèðîâêè, ò.å.

A−V0 = 0 . (5.12)

Âåñü ìîäóëü V ïîðîæäàåòñÿ äåéñòâèåì A+V0

V = A+V0 . (5.13)

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íå âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû A+ ïîðîæäàþò ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå ýëåìåíòû V . Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû A+⊕A0, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
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â âèäå b+a− ñ ëþáûìè b+ è a− äàþò íîëü ïðè äåéñòâèè íà V0. Ïîýòîìó V ïîðîæäàåòñÿ
òîëüêî òåìè ýëåìåíòàìè A+, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òàêîì âèäå.

Â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïðåäëàãàþ ïðîàíàëèçèðîâàòü
ëåâûé ìîäóëü àëãåáðû ìàòðèö Matn, ðàçáèâ àíàëèç íà íåñêîëüêî çàäà÷.

Çàäà÷à5.12.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìîäóëü àëãåáðû ìàòðèö Matn ñîäåðæèò âàêóóì-
íîå îäïðîñòðàíñòâî V0.

Çàäà÷à5.13.Íàéòè A0 è òå åå ýëåìåíòû, êîòîðûå äåéñòâóþò íóëåì íà V0.
Çàäà÷à5.14.Íàéòè êàê äåéñòâóåò ýëåìåíò A0, äåéñòâèå êîòîðîãî îòëè÷íî îò íóëÿ.
Çàäà÷à5.15.Äîêàçàòü, ÷òî V ñîäåðæèò ðîâíî n îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Çàäà÷à5.16.Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îäíîìåðíî.
Çàäà÷à5.17.Äîêàçàòü, ÷òî âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå ìîäóëü åñòü íè ÷òî èíîå êàê

ñòîëáåö.
Ýòà êîíñòðóêöèÿ âåñüìà îáùàÿ è ïðèìåíÿåòñÿ ê øèðîêîìó êëàññó ìîäóëåé àëãåáð

Ëè. Âàæíûé âîïðîñ î (íå)ïðèâîäèìîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ ìîäóëåé ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â
ýòèõ òåðìèíàõ íà ÿçûêå ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ìîäóëü V
ïðèâîäèì - îí ñîäåðæèò ïîäìîäóëü V ′ ⊂ V . V ′ ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ñóììó îäíîðîä-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

V ′ =
imax∑
i=i0

V ′
i (5.14)

Î÷åâèäíî, ïîäïðîñòðàíñòâî ìëàäøåé ãðàäóèðîâêè V ′
i0
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè âàêóóìà V0:

àííèãèëèðóåòñÿ âñåìè îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè è îáðàçóåò A0-ìîäóëü.
Çàäà÷à5.18.Äîêàçàòü
Âàêóóìíûå ýëåìåíòû Vi0 íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì,

êðèòåðèåì ïðèâîäèìîñòè ìîäóëÿ ìëàäøåãî âåñà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñèíãóëÿðíjuj âåê-
òîða â êàêîì-ëèáî îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Vk ñ k > 0. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîääàåòñÿ
âïîëíå êîíêðåòíûì ìåòîäàì, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â øèðîêîì êðóãå çàäà÷.

5.10 Ñïèíîðû

Ïðèìåíèì òåïåðü êîíñòðóêöèþ ìîäóëåé ìëàäøåãî âåñà ê àëãåáðå Êëèôôîðäà. Ïðåæäå
âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðû Êëèôôîðäà ëþáîé åå ìîäóëü ñîäåðæèò íåêîòîðûé
âàêóóìíûé âåêòîð.

Çàäà÷à5.19.Äîêàçàòü
Ìû îáîçíà÷èì åãî äîâîëüíî ñòðàííî êàê |0⟩, èñïîëüçóÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå îáî-

çíà÷åíèÿ Äèðàêà. (0 çäåñü îáîçíà÷àåò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå.) Òàêèì îáðàçîì,

ψ−
a |0⟩ = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû àëãåáðû Êëèôôîðäà, ñîäåðæàùèå ψ−
a ñïðàâà, äåé-

ñòâóþò íà âàêóóì íóëåì. Åñëè ýëåìåíò ñîäåðæèò ψ−
a â ñåðåäèíå aψ−

a b, òî, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà, ψ−

a ìîæíî ïðîòàùèòü íàïðàâî, ïîêà
îí ëèáî íå îêàæåòñÿ ñïðàâà, ëèáî íå èñ÷åçíåò ïðè àíòèêîììóòèðîâàíèè ñ îäíèì èç ψ+

b .

19



Â ðåçóëüòàòå, ýëåìåíòû, îáëàäàþùèå íåòðèâèàëüíûì äåéñòâèåì íà âàêóóì, èñ÷åðïûâà-
þòñÿ âñåâîçìîæíûìè ôóíêöèÿìè îò ψ+

b . Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà è îáîçíà÷àåòñÿ Fd. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé ýëåìåíò ëåâîãî ìîäóëÿ
Fd àëãåáðû Êëèôôîðäà Cld ñ ÷åòíûì d èìååò âèä

|v⟩ ∈ Fd : |v⟩ =
d/2∑
p=0

va1...apψ
+a1 . . . ψ+ap |0⟩ , (5.15)

ãäå va1...ap - ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå ïî èíäåêñàì
a1 . . . ap. Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâèå ëþáîãî ýëåìåíòà àëãåáðû Êëèôôîðäà íà v ∈ Fd äàåò
êàêîé-òî äðóãîé ýëåìåíò Fd.

Çàäà÷à5.20.Äîêàçàòü
Ýëåìåíòû Fd íàçûâàþòñÿ ñïèíîðàìè. Âû÷èñëåíèå, àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèþ ðàç-

ìåðíîñòè àëãåáðû Êëèôôîðäà, äàåò

dim Fd = 2d/2 . (5.16)

Çàäà÷à5.21.Äîêàçàòü.
Fd ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ëåâûì Cld�ìîäóëåì. Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïî-

êàçàâ, ÷òî äåéñòâóÿ ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì àëãåáðû Êëèôôîðäà íà ëþáîé ýëåìåíò
|v⟩ ∈ Fd, åãî ìîæíî îòîáðàçèòü â ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò |v′⟩ ∈ Fd.

Çàäà÷à5.22.Äîêàçàòü.
Òàêæå íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ëåâûé Cld�ìîäóëü èçîìîðôåí

Fd.
Çàäà÷à5.23.Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ, ÷òî êàæäûé ëåâûé ìîäóëü àëãåáðû Êëèôôîðäà

ñîäåðæèò âàêóóìíûé ýëåìåíò, àííèãèëèðóåìûé âñåìè ψ−
a .

Ïðàâûé ìîäóëü Ôîêà F ∗
d îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

⟨v| ∈ F ∗
d : ⟨v| =

d
2∑

p=0

⟨0|va1...apψ−
a1
. . . ψ−

ap , ⟨0|ψ+a = 0 . (5.17)

Ýòè ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ è óæå èçâåñòíóþ íàì èíòåðïðåòà-
öèþ: aëãåáðà Êëèôôîðäà d ñ ÷åòíûì d èçîìîðôíà àëãåáðå 2d/2 × 2d/2 ìàòðèö Mat2d/2 .
Ëåâûå è ïðàâûå ìîäóëè Cld ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñòîëáöîâ è ñòðîê ïî îòíîøåíèþ
ê ýòîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå.

Ýëåìåíòû Fd ìû áóäåì îáîçíà÷àòü χα̂, ãäå ñïèíîðíûé èíäåêñ α̂ = 1, . . . 2d/2 íóìåðóåò
ýëåìåíòû Fd. Ýëåìåíòû F ∗

d îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ χ̄α̂. Îáùèå ýëåìåíòû Cld îïèñûâàþò
âñå ìàòðèöû Aα̂

β̂. Â ÷àñòíîñòè, ϕn ðåàëèçóþòñÿ êàê γ�ìàòðèöû γnα̂
β̂. Çàìå÷ó, ÷òî â

÷åòûðåõ èçìåðåíèÿõ ñïèíîðíûå èíäåêñû ïðèíèìàþò 22 = 4 çíà÷åíèÿ.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü âàæíîå îòëè÷èå ñïèíîðîâ è òåíçîðîâ. Ðàçìåðíîñòü òåíçîðíûõ

ìîäóëåé àëãåáðû Ëîðåíöà ðàñòåò ïîëèíîìèàëüíî ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
d. Íàïðèìåð, ÷èñëî êîìïîíåíò îáùåãî òåíçîðà An1,n2,...,nk

â d èçìåðåíèÿõ ðàâíà dk. Ñ
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äðóãîé ñòîðîíû, ðàçìåðíîñòü ñïèíîðíîãî ìîäóëÿ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ d. Ýòî çà-
òðóäíÿåò ïîñòðîåíèå òåîðèé â âûñøèõ èçìåðåíèÿõ ñî ñáàëàíñèðîâàííûì ÷èñëîì áî-
çîíîâ è ôåðìèîíîâ, êàê ýòî òðåáóåòñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðñèììåòðèè. Äîñòèæåíèå ýòîãî
áàëàíñà â êîíå÷íîì ñ÷åòå è ïðèâîäèò ê âûäåëåííûì ðàçìåðíîñòÿì êàê d = 10 è d = 11
â òåîðèè ñóïåðñòðóí è Ì-òåîðèè.
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Ëåêöèÿ 6.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 24 îêòÿáðÿ 2019.

6.11 Ñïèíîðû

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ôîêà Fd, ðåàëèçóþùåå ëåâûé ìî-
äóëü àëãåáðû Êëèôôîðäà, îáðàçîâàíî âåêòîðàìè âèäà

|v⟩ ∈ Fd : |v⟩ =
d/2∑
p=0

va1...apψ
+a1 . . . ψ+ap |0⟩ , (6.1)

ãäå va1...ap - ïðîèçâîëüíûå ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû, à âàêóóìíûé
âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ψ−
a |0⟩ = 0 .

Ýëåìåíòû Fd ìû áóäåì îáîçíà÷àòü χα̂, ãäå ñïèíîðíûé èíäåêñ α̂ = 1, . . . 2d/2 íóìåðóåò
ýëåìåíòû Fd. Ýëåìåíòû F ∗

d îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ χ̄α̂. Îáùèå ýëåìåíòû Cld îïèñûâàþò
âñå ìàòðèöû Aα̂

β̂. Â ÷àñòíîñòè, ϕn ðåàëèçóþòñÿ êàê γ�ìàòðèöû γnα̂
β̂. Â ÷åòûðåõ èçìå-

ðåíèÿõ ñïèíîðíûå èíäåêñû ïðèíèìàþò 22 = 4 çíà÷åíèÿ.
Íà ëåêöèè 4 ìû óáåäèëèñü, ÷òî ýëåìåíòû àëãåáðû Êëèôôîðäà

Lnm :=
1

4
[ϕn , ϕm] (6.2)

îáðàçóþò àëãåáðó Ëè ãðóïïû Ëîðåíöà ïî îòíîøåíèþ ê êîììóòèðîâàíèþ.
Çàìå÷àíèå: ìû âåðíóëèñü ê íîðìèðîâêå ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè áåç ìíèìîé åäèíèöû

ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[Lnm , Lkl] = ηmkLnl − ηnkLml − ηmlLnk + ηnlLmk .

Çíà÷èò âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà îáðàçóåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
Ëè ãðóïïû Ëîðåíöà. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåííûé ìîäóëü Ôîêà Fd îáðàçóåò ïðåäñòàâëå-
íèå o(d − 1, 1), åñëè ìåòðèêà â îïðåäåëåíèè àëãåáðû Êëèôôîðäà ηnm áûëà ìåòðèêîé
Ìèíêîâñêîãî.

Âàæíûé âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ìîäóëü íåïðèâîäèìûì? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîäóëü Ôîêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ

Fd = FE
d ⊕ FO

d ,

ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ (6.1) ñ íå÷åòíûìè è ÷åòíûìè p, ñîîòâåòñòâåííî. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ îáðàçóåò o(d− 1, 1)-ìîäóëü.

Çàäà÷à6.1.Äîêàçàòü
Äðóãîé âàæíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàê ñëåäñòâèå òîæäåñòâà (1 − 1)d/2 = 0,

ïîäïðîñòðàíñòâà FE
d è FO

d èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü

dimFE
d = dimFO

d = 2d/2−1 . (6.3)
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Çàäà÷à6.2.Äîêàçàòü
Äðóãîé ñïîñîá óâèäåòü ïðèâîäèìîñòü Fd ýòî âñïîìíèòü ïðî ýëåìåíò Γ (3.15)

Γ := i
d(d−1)

2

√
det|η|ϕ0ϕ1 . . . ϕd−1 . (6.4)

Õîòÿ îí àíòèêîììóòèðóåò ñ ϕn ïðè ÷åòíîì d, îí êîììóòèðóåò ñ ëþáûì ÷åòíûì ÷èñëîì
ϕn è, â ÷àñòíîñòè, ñ Lnm.

Çàäà÷à6.3.Äîêàçàòü
Ñëåäîâàòåëüíî,

F±
d := P±Fd , P± :=

1

2
(I ± Γ) (6.5)

îáðàçóþò èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ o(d). Ýëåìåíòû F+
d

è F−
d íàçûâàþòñÿ êèðàëüíûìè (ëåâûìè è ïðàâûìè) ñïèíîðàìè. Ðàçìåðíîñòè F±

d

dimF±
d = 2

d
2
−1 . (6.6)

Â ÷àñòíîñòè êèðàëüíûå ñïèíîðû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìåþò äâå
êîìïîíåíòû.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèÿ Fd = F+
d ⊕ F

−
d è Fd = FO

d ⊕ FE
d ýêâèâàëåíòíû,

ò.å. F+
d èçîìîðôåí ëèáî FO

d ëèáî FE
d à F−

d - âòîðîìó.
Çàäà÷à6.4.Äîêàçàòü. (Çàäà÷à ÷óòü ñëîæíåå îñòàëüíûõ.)
Â ÷àñòíîñòè, ðàçìåðíîñòü êèðàëüíîãî ñïèíîðà â äåñÿòè èçìåðåíèÿõ ðàâíà 16, ÷òî íå

òàê óæ ñèëüíî ïðåâûøàåò 10.

6.12 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà

Äàâàéòå òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì êàê ãðóïïà Ëîðåíöà äåéñòâóåò íà âåêòîðíîå è ñïèíîð-
íîå ïðåäñòàâëåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, ìû ðàññìîòðèì äåéñòâèå ïîäãðóïïû âðàùåíèé ãðóïïû
Ëîðåíöà. Ïîñêîëüêó, êàê ìû óáåäèëèñü â ïðîøëîì ñåìåñòðå, ëþáîå âðàùåíèå ñâîäèòñÿ
ê âðàùåíèþ â òîé èëè èíîé ïëîñêîñòè, íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíòàðíîå
âðàùåíèå òàê, êàê óäîáíî. Ïóñòü ýòî áóäåò âðàùåíèå â ïëîñêîñòè x1, x2.

6.12.1 Âðàùåíèå âåêòîðà

Äëÿ íà÷àëà äàâàéòå âñïîìíèì êàê âðàùåíèÿ äåéñòâóþò íà âåêòîð. Êàê èçâåñòíî èç øêî-
ëû è êàê ìû óáåäèëèñü â ïðîøëîì ñåìåñòðå, çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà
A1 è A2 èìååò âèä

x′1 = cos(φ)x1 + sin(φ)x2 ,

x′2 = cos(φ)x2 − sin(φ)x1 .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà 2π ñâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ. Â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ

z = x1 + ix2 , z̄ = x1 − ix2 ,
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çàêîí ïðåîáðàçîâàíèé èìååò âèä

z′ = exp(−iφ)z , z̄′ = exp(iφ)z̄

Çàäà÷à6.5.Óáåäèòüñÿ
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó äåéñòâèþ ãåíåðàòîðà àëãåáðû Ëè L12 ïîâîðîòà â

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z:
L12z = −iz , L12z̄ = iz̄ .

Çàäà÷à6.6.Ïðîâåðèòü, âñïîìíèâ, ÷òî ãðóïïîâîé ýëåìåíò ñâÿçàí ñ ãåíåðàòîðîì àë-
ãåáðû Ëè ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì

g = exp(φL12) .

6.12.2 Âðàùåíèå ñïèíîðà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå àëãåáðû Êëèôôîðäà
ãåíåðàòîð âðàùåíèé â ïëîñêîñòè x12 èìååò âèä

L12 =
1

2
ϕ1ϕ2 .

Çàäà÷à6.7.Óáåäèòüñÿ
Ââîäÿ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ψ± =
1

2
(ϕ1 ± iϕ2) ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà äâóìåðíî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

|0⟩ , ψ+|0⟩ .

(Íàïîìíþ, ÷òî ψ−|0⟩ = 0.) Êàê o(2)-ìîäóëü F2 ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó äâóõ îäíîìåðíûõ
ïîäìîäóëåé

FE = λ|0⟩ , FO = λψ+|0⟩ , λ ∈ C .

Â òåðìèíàõ ψ±, L12 èìååò âèä

L12 = i(ψ+ψ− − 1

2
) .

Çàäà÷à6.8.Ïðîâåðèòü.
Ýòî äàåò

L12|0⟩ = −
i

2
|0⟩ , L12ψ

+|0⟩ = i

2
|0⟩

îòêóäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî FE è FO äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì â ïëîñêîñòè x12.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âðàùåíèè â ïëîñêîñòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà îòëè÷à-
åòñÿ îò çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîì 1

2
. Ñîîòâåòñòâåííî, ãðóïïîâîå

ïðåîáðàçîâàíèå ñïèíîðà èìååò âèä

exp(L12)|0⟩ = exp(− i
2
φ)|0⟩ ,

exp(φL12)ψ
+|0⟩ = exp(

i

2
φ)ψ+|0⟩ .

Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà âèäèì, ÷òî ñïèíîð êðó-
òèòñÿ âäâîå ìåäëåííåé ÷åì âåêòîð. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîâîðîòå íà 2π îí íå âîçâðàùà-
åòñÿ îáðàòíî, à ìåíÿåò çíàê. ×òîáû âåðíóòüñÿ îáðàòíî òðåáóåòñÿ ïîâîðîò íà 4π. Ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïèíîðû îáðàçóþò ìîäóëè íå ïñåâäî-
îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï SO(p, q), à èõ äâóêðàòíûõ íàêðûâàþùèõ, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ
Spin(p, q). Çàìå÷ó, ÷òî àëãåáðû Ëè SO(p, q) è Spin(p, q) ñîâïàäàþò è ðàâíû o(p, q).

Ïî÷åìó æå ìû âñå æå äóìàåì, ÷òî ïåðèîäè÷íîñòü â íàøåì ìèðå èìååò ìåñòî ïðè
ïîâîðîòàõ íà 2π à íå 4π? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âñåãäà ñîäåðæàò
÷åòíûå êîìáèíàöèè ïîëåé ïîëóöåëûõ ñïèíîâ, êîòîðûå èíâàðèàíòíû ïðè ïîâîðîòå íà 2π.
Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, âûðàæàþùåì Z2 ãðàäóèðîâêó
àëãåáðû ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ÷àñòèöû öåëûõ ñïèíîâ
(áîçîíû) ÷åòíû, à ïîëóöåëûõ ñïèíîâ (ôåðìèîíû) - íå÷åòíû.

Âàæíûé ôàêò, óñòàíîâëåííûé íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî

[Lnm , ϕl] = ηlmϕn − ηlnϕm . (6.7)

Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, êîãäà îáðàçóþùèå ϕn ðåàëèçóþòñÿ êàê γ-ìàòðèöû γα̂
β̂, ýòî

ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåò ðåëÿòèâèñòñêóþ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà, êîòîðûì ìû
ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

6.13 Óðàâíåíèå Äèðàêà

Óðàâíåíèå Äèðàêà èìååò âèä(
iγnα̂

β̂ ∂

∂xn
+mδβ̂α̂

)
ψβ̂(x) = 0 , (6.8)

ãäå ψβ̂(x) ïîëå â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñî çíà÷åíèÿìè â ñïèíîðíîì ìîäóëå - áîëåå
êîðîòêî - ñïèíîðíîå ïîëå. Ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð m èìååò ñìûñë ìàññû. Ýòèì óðàâ-
íåíèåì îïèñûâàþòñÿ âñå ïîëÿ ìàòåðèè êðîìå ïîëÿ Õèããñà (ñïèí 0): ýëåêòðîí, ìþîí,
íåéòðèíî, êâàðêè è ò.ä.

Ãëàâíûì ñâîéñòâîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî Ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü
g ∈ ISO(3, 1) è x′a := ga(x), x′a = Aa

bx
b + aa. Íàïîìíèì ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ g íà

ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x): ïðåîáðàçîâàííîå ïîëå â ïðåîáðàçîâàííîé òî÷êå ðàâíî èñõîäíîìó
ïîëþ â èñõîäíîé òî÷êå, ò.å. ϕ′(x′) = ϕ(x). Ýòî ýêâèâàëåíòíî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ
ϕ′(x) = ϕ(g−1(x)).
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Ïóñòü òåïåðü χα̂(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ëþáîì ìîäóëå àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ëî-
ðåíöà (èíäåêñ α̂). Òîãäà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä

χ′α̂(x) = T α̂
β̂χ

β̂(g−1(x)) , (6.9)

ãäå T α̂
β̂ ðåàëèçóåò ïðåäñòàâëåíèå Ëîðåíöåâîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Íàïîìèíàíèå: ãðóïïà òðàíñëÿöèé îáðàçóåò íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû Ïóàíêàðå,
à ãðóïïà Ëîðåíöà ðåàëèçóåò ôàêòîð-ãðóïïó iso(d−1, 1)/T d. Ïîýòîìó âñÿêèé o(d−1, 1)-
ìîäóëü îáðàçóåò è iso(d− 1, 1)-ìîäóëü ïðè òðèâèàëüíîì äåéñòâèè T d.

Çàäà÷à6.9.Ïðîäóìàòü.
Çàìå÷àíèå: äåéñòâèå ãðóïïîâîãî ýëåìåíòà g íà àðãóìåíò x àíàëîãè÷íî äåéñòâèþ íà

ïðàâîì ìîäóëå, à äåéñòâèå T α̂
β̂χ

β̂ - íà ëåâîì. Ïîýòîìó àðãóìåíò χ ñîäåðæèò g−1 à íå g.
Çàäà÷à6.10.Ïðîäóìàòü.
Òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà î÷åâèäíà, òàê êàê îíî íå ñîäåð-

æèò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò x.
Çàäà÷à6.11.Äîêàçàòü.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íà

ïðàêòèêå, íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåêîòîðîå χα̂(x) ðåøàåò óðàâíåíèå Äèðàêà, òî è
χ′α̂(x) (6.9) åãî ðåøàåò.

Çàäà÷à6.12.Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (6.10), êîòîðîå â ñïèíîðíîì
ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

[Lnm , γl] = ηlmγn − ηlnγm . (6.10)

Çàäà÷à6.13.Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà (

�+m2
)
ψβ̂(x) = 0 .

Íàïîìíþ, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû, îïè-
ñûâàåìîé íåïðèâîäèìûì Ïóàíêàðå-ìîäóëåì.

26



Ëåêöèÿ 7.

2 êóðñ, Îñåííèé ñåìåñòð, 31 îêòÿáðÿ 2019.

7.14 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ìû èçó÷èëè ñêàëÿðíîå ïîëå (ñïèí 0), ñïèíîðíîå ïîëå (ñïèí 1/2) è, íåìíîãî, âåêòîðíîå
ïîëå (ñïèí 1). Êàêèå åùå ðåëÿòèâèñòñêèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
òåñíî ñâÿçàí ñ îòâåòîì íà âîïðîñ êàêèå ñóùåñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà.
Òî, ÷òî äàæå êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëåäóåò
èç êîíñòðóêöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðóþ ÿ ñåé÷àñ ââåäó.

Ïóñòü V1 è V2 äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà. Ìû çíàêîìû ñ ïîíÿòèåì ïðÿìîé ñóììû
V1 ⊕ V2: ýëåìåíòû (v1 , v2) ñ ëèíåéíûì äåéñòâèåì

λ(v1 , v2) + µ(w1 , w2) = (λv1 + µw1 , λv2 + µw2) .

Åñëè {ei} è {eα} - áàçèñû â V1 è V2, òî áàçèñ â V1 ⊕ V2 åñòü {ei , eα}.
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåò äðóãóþ îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ äâóì ïðîñòðàí-

ñòâàì V è W òðåòüå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ V ⊗W . Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ýòî çàìåíà ïîíÿòèÿ äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ×W , ñîãëàñîâàííàÿ ñ ëèíåé-
íîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî

(a1v1 + a2v2)⊗ (b1w1 + b2w2) = a1b1v1⊗w1 + a2b1v2⊗w1 + a1b2v1⊗w2 + a2b2v2⊗w2 (7.1)

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé îáîëî÷êè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
SpanV ×W .

Çàäà÷à7.1.Êàêîâà ðàçìåðíîñòü Span(V1 × V2)?
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Span(V1×V2)/E

ãäå E - ïîäïðîñòðàíñòâî Span(V1 × V2), íàòÿíóòîå íà ñîîòíîøåíèÿ ôàêòîðèçàöèè, ò.å.

E = Span{(a1v1+a2v2)⊗(b1w1+b2w2)−a1b1v1⊗w1−a2b1v2⊗w1−a1b2v1⊗w2−a2b2v2⊗w2}

Çàäà÷à7.2.Äîêàçàòü.
Ðàçëàãàÿ âåêòîðû v ∈ V , w ∈ W ïî áàçèñàì {ei} ∈ V , {fα} ∈ W

v =
∑
i

viei , w =
∑
α

wαfα ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗W ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ei ⊗ fα, êîòîðûå è îáðàçóþò áàçèñ V ⊗W . Ïî îïðåäåëåíèþ òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âñå ýòè âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çàäà÷à7.3.Óáåäèòüñÿ.
Çàäà÷à7.4.Ïóñòü dimV1 = N1 è dimV2 = N2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî dimV1 ⊗ V2 = N1N2.
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîåêòèâíîñòè: V ⊗W - ìàêñèìàëüíîå

ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì áèëèíåéíîñòè ïî ñîìíîæèòåëÿì. Ôîðìàëüíî ýòî
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ñâîéñòâî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V ×W
ρ︷︸︸︷−→ U

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

V ×W → V ⊗W
σ︷︸︸︷−→ U = V ×W

ρ︷︸︸︷−→ U

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ
åãî àññîöèàòèâíîñòü

(V1 ⊗ V2)⊗ V3 = V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) .
Ýòî ñâîéñòâî íàñëåäóåòñÿ èç àññîöèàòèâíîñòè äåêàðòîâîãî (ïðÿìîãî) ïðîèçâåäåíèÿ

Çàäà÷à7.5.Äîêàçàòü
Òàêèì îáðàçîì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò àññîöèàòèâíóþ òåíçîðíóþ àë-

ãåáðó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Çàäà÷à7.6.×òî ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì òåíçîðíîé àëãåáðû?
Îáùèé ýëåìåíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ V ⊗W èìååò

âèä

a ∈ V ⊗W : a =
∑
i,α

Ai,αei ⊗ fα .

Êîýôôèöèåíòû Ai,α íåñóò èíäåêñû, îòâå÷àþùèå êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâ V è W è â
îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíû. Â ïðèëîæåíèÿõ, èìåííî ýòè êîýôôèöèåíòû íàçûâàþòñÿ òåí-
çîðàìè. Äëÿ ïðèëîæåíèé ýòîãî îáû÷íî äîñòàòî÷íî.

Ïóñòü V è W - ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f(x) è g(y), êîòîðûå çàâèñÿò îò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûõ ïåðåìåííûõ xa è yα. ×òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî V ⊗W?

Çàäà÷à7.7.Óáåäèòüñÿ, ÷òî V ⊗ W åñòü íè ÷òî èíîå êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y).

Ïóñòü g-íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè, à V1 è V2 íåêîòîðûå g-ìîäóëè, ðåàëèçîâàííûå ìàòðè-
öàìè (îïåðàòîðàìè) T1i è T2i, äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì g-ìîäóëü êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V1⊗V2, â êîòîðîì äåéñòâèå g îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

T1,2(V1 ⊗ V2) := T1(V1)⊗ V2 + V1 ⊗ T2(V2) . (7.2)

Çàäà÷à7.8.Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíî ïîðîæäàåò g-ìîäóëü.
Ïîäñêàçêà: íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

[T , T ′]1,2(V1 ⊗ V2) = [T1 , T
′
1](V1)⊗ V2 + V1 ⊗ [T2 , T

′
2](V2) ,

T è T ′ ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ g, îòâå÷àþùèå äâóì ðàçíûì ýëåìåíòàì g.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê âàæíåéøåìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

V1 ⊗ V2 äâóõ g-ìîäóëåé V1 è V2 ïîðîæäàåò íîâûé g-ìîäóëü. Ýòî îòêðûâàåò øèðîêèå
âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìîäóëåé ïî óæå èçâåñòíûì.

Íàïðèìåð, ïóñòü V - âåêòîðíûé ìîäóëü o(p, q) ñ áàçèñîì ea è ýëåìåíòàìè v = vaea .
Òîãäà ýëåìåíòû k êðàòíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗ V ⊗ . . . ⊗ V îïèñûâàþòñÿ
âñåâîçìîæíûìè òåíçîðàìè va1,a2,...,ak .
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Ïóñòü W -ñïèíîðíûé o(p, q)-ìîäóëü ñ áàçèñîì {eα̂}. Òîãäà ýëåìåíòû òåíçîðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé V ⊗ V ⊗ . . . ⊗ V ⊗ W . . . ⊗ W îïèñûâàþò âñåâîçìîæíûå ñïèíîð-òåíçîðû
va1,a2,...,ak α̂1...α̂k êàê êîýôôèöèåíòû ïåðåä ea1 ⊗ ea2 ⊗ eak ⊗ eα̂1 ⊗ . . .⊗ eα̂l

.
Õîòÿ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîðîæäàþò íîâûå ìîäóëè àëãåáð Ëè, ýòè ìîäóëè äà-

ëåêî íå âñåãäà íåïðèâîäèìû. Ïóñòü V íåêîòîðûé g-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå V n := V ⊗ V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸

n

ìîäóëÿ V ñ ñàìèì ñîáîé. Íà V n äåéñòâóåò ñèììåòðè-

÷åñêàÿ ãðóïïà Sn, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ðàçëè÷íûå ñîìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, åñëè

v2 ∈ V 2 , v2 = Aa bea ⊗ eb

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå) òî

T12v
2 = Ab aea ⊗ eb ,

ãäå T12 ∈ S2 ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòàíîâêà V1 è V2. Àíàëîãè÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíò
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ìîæåò îïèñûâàòü ëþáóþ ïîäñòàíîâêó.

Ïóñòü òåïåðü V ýòî g-ìîäóëü. Òîãäà è V n-g-ìîäóëü. Âàæíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû V n â ñåáÿ. Ýòî ñëåäñòâèå ñèììåòðèè
îïðåäåëåíèÿ (7.2) äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè.

Çàäà÷à7.9.Äîêàçàòü.
Ýòî ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ðàçëè÷íûå g-ìîäóëè â òåðìèíàõ òèïîâ ñèììåòðèè

ïî îòíîøåíèþ ê Sn, ò.å. ïî åå ïðåäñòàâëåíèÿì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü V -âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî gln

v ∈ V : v = vaea , a = 1, . . . n ,

t(v) = tabv
bea , tab ∈ gln .

Ïðåäñòàâèì V ⊗ V â âèäå

V ⊗ V = (V ⊗ V )S ⊕ (V ⊗ V )A ,

ãäå
VS := v

(ab)
S ea ⊗ eb , VA := v

(ab)
A ea ⊗ eb

v
(ab)
S = v

(ba)
S , v

(ab)
A = −v(ba)A .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî VS è VA îáðàçóþò äâà íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäóëÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû S2 = Z2: íà VS S2 äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, à íà VA ýëåìåíòàðíàÿ ïîäñòàíîâêà
ìåíÿåò çíàê ýëåìåíòà. Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ìû ðàçáèëè òåíçîð íåîïðåäåëåííîãî òèïà ñèì-
ìåòðèè â ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è êîñîñèììåòðè÷íîãî, êàæäûé èç êîòîðûõ îáðàçóåò
gln-ìîäóëü.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà V k ïðîåê-
òèðîâàíèåì íà ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ïî-
ñëåäíèå õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè äèàãðàììàìè Þíãà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
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î÷åíü îáùåé, âûðàæàÿ äâîéñòâåííîñòü òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé âçàèìíî-êîììóòàòèâíûõ
ñòðóêòóð.

Íà ýòîì ÿçûêå, êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ V ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÿùèê �. Ïîëíîñòüþ ñèì-
ìåòðè÷íûå òåíçîðû ðàíãà l îáîçíà÷àþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðîêàìè èç ÿùèêîâ äëèíû

l

l

à ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ðàíãà h îáîçíà÷àþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ñòîëá-

öàìè âûñîòû h.
Äðóãèå òèïû ñèììåòðèçàöèè îïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè äèàãðàììàìè Þíãà

Y (l1, l2, l3, . . . , lk) :

l1
l2
l3

lk−1

lk

l1 ≥ l2 ≥ . . . ≥ lk

l1 + l2 + . . . lk = n

.

Îáùàÿ äèàãðàììà îïèñûâàåò òåíçîð

Aa1(l1),a2(l2),...ak(lk) ,

êîòîðûé ñèììåòðè÷åí ïî l1 èíäåêñàì a1, l2 èíäåêñàì a2, è ò.ä. Çäåñü â ñêîáêàõ óêàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëî èíäåêñîâ iîé ãðóïïû li, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ. Îïðåäåëÿþ-
ùèì ñâîéñòâîì äèàãðàììÞíãà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òî ñèììåòðèçàöèÿ ëþáîãî èíäåê-
ñà èç ñòðîêè ñ íîìåðîì j ñî âñåìè èíäåêñàìè ëþáîé ñòðîêè ñ íîìåðîì i < j äàåò íîëü.
Èíûìè ñëîâàìè, ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðåäñòàâëåí òåíçîðàìè âèäà Aa1(l1),a2(l2),...,ak(lk),
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì Þíãà â ôîðìå

Aa1(l1),a2(l2),..., am(lm),...,am am+p(lm+p−1),...,ak(lk) = 0 (7.3)

Òîò ôàêò, ÷òî lm ≥ lm+p ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòèõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì äëÿ ïðîñòîòû òåíçîð Aa(m),b(n), îïèñûâàåìûé äèàãðàììîé íåäîïóñòèìîé ôîðìû ñ
m < n. Îáîçíà÷àÿ ñèììåòðèçîâàííûå èíäåêñû îäíîé áóêâîé è èñïîëüçóÿ óñëîâèå Þíãà,

ïîëó÷àåì

a a a a a

b b b b b b b +m

a a a a

b b b b b b a

b

=0 ,

2

a a a a

b b b b b b a

b

+ (m-1)

a a a

b b b b b

b b

a a =0 , etc
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Â ðåçóëüòàòå,
a a a a a

b b b b b b b
= (−1)mCm

n

b b b b b

a a a a a b b

èëè, ýêâèâàëåíòíî,
Aa(m),b(n) = (−1)mCm

n A
b(m),(a(m)b(n−m))

Ñíîâà èñïîëüçóÿ óñëîâèå Þíãà (7.3) â ñëó÷àå n−m > 0 ïîëó÷àåì Aa(m),b(n) = 0 .
Çàìåòèì, ÷òî ïî õîäó äåëà ìû äîêàçàëè âàæíîå ñîîòíîøåíèå

Aa(m),b(m) = (−1)mAb(m),a(m) .

Êðîìå ñèììåòðè÷íîãî áàçèñà, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûé áàçèñ, â êî-
òîðîì ÿâíîé ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðèÿ èíäåêñîâ ïî ñòîëáöàì ñ óñëîâèåì, ÷òî àíòèñèì-
ìåòðèçàöèÿ ïî ëþáîìó èíäåêñó èç n-îãî ñòîëáöà ñî âñåìè èíäåêñàìè m-îãî ñòîëáöà
äàåò íîëü ïðè n > m. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ ÿâ-
íîé ñèììåòðèè ïî ñòðîêàì è àíòèñèììåòðèè ïî ñòîëáöàì îäíîâðåìåííî. Íî ïåðåõîä
îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Íàïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ
ñèììåòðè÷íîãî áàçèñà, ìîæíî àíòèñèììåòðèçîâàòü ìàêñèìóì h1 (ãäå h1 ÷èñëî ñòðîê
â äèàãðàììå) èíäåêñîâ, ïîñêîëüêó àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî ëþáûì èíäåêñàì èç îäíîé
ñòðîêè äàåò íîëü. Çàòåì ìîæíî àíòèñèììåòðèçîâàòü ïî h2 èíäåêñàì, ÷òî âåäåò ê îáðà-
çîâàíèþ âòîðîãî ñòîëáöà âûñîòû h2 è ò.ä.

Çàäà÷à7.10.Ñâÿçàòü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ òèïà êðþê Aaa,b è îêîøêî Aaa,bb â ñèì-
ìåòðè÷íîì áàçèñå ñ èõ êîìïîíåíòàìè â àíòèñèììåòðè÷íîì áàçèñå.

Äèàãðàììû Þíãà - ýòî î÷åíü ñîäåðæàòåëüíûé ñþæåò, î êîòîðîì ìû îáû÷íî ðàñ-
ñêàçûâàåì â ÔÈÀÍå â îñåííåì ñåìåñòðå íà âòîðîì êóðñå â ñâÿçêå ñ âàæíûì ïîíÿòèåì
äâîéñòâåííîñòè Õàó, äàþùåé ìîùíûé èíñòðóìåíò àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèé.

Ïóñòü V -íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ei}, à V ∗ ñîïðÿæåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {e∗i}. Íàïîìíþ, ÷òî V ∗ ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
v∗(v) íà V . Êàíîíè÷åñêèé âûáîð áàçèñîâ òàêîâ, ÷òî

e∗i(ej) = δij .

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ⊗ V ∗ = Ai
jei ⊗ e∗j åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V â ñåáÿ (ýíäîìîðôèçìîâ EndV ).
Çàäà÷à7.11.Äîêàçàòü
Çàäà÷à7.12.Ðàçëîæèòü F⊗F ∗, ãäå F - ìîäóëü Ôîêà àëãåáðû Êëèôôîðäà â ïðÿìóþ

ñóììó íåïðèâîäèìûõ o(n)-ìîäóëåé.
Çàìå÷àíèå: â òåîðèè ñóïåðñòðóí ïîëÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ýòîì ìîäóëå èãðàþò âàæíóþ

ðîëü è íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè Ðàìîíà-Ðàìîíà â ÷åñòü Ïüåðà Ðàìîíà, êîòîðûé èõ âïåðâûå
ââåë â èãðó.
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Ëåêöèÿ 10.

2 êóðñ. Îñåííèé ñåìåñòð, 28 íîÿáðÿ 2019.

Ëóêöèè 8 è 9 ïðî÷èòàëè Äèäåíêî (äåòàëè óðàâíåíèÿ Äèðàêà) è Ìèñóíà (óðàâíåíèÿ
ßíãà-Ìèëëñà). 14 íîÿáðÿ ñîñòîÿëàñü êîíòðîëüíàÿ. Äàííàÿ ëåêöèÿ âìåñòèëà áîëüøå
ìàòåðèàëà ÷åì îáû÷íî, ïîòîìó ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ äèôôåðåíöè-
àëüíûìè ôîðìàìè, îêàçàëèñü õîðîøî çíàêîìûìè ñëóøàòåëÿì.

10.15 Ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå ñèììåòðèè.

Íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû - ãëîáàëü-
íûå è ëîêàëüíûå. Êîðîòêî ãîâîðÿ, ïàðàìåòðû ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè εi ïîñòîÿííû -
íå çàâèñÿò îò x, ïàðàìåòðû êàëèáðîâî÷íûõ èëè (ëîêàëüíûõ) ñèììåòðèé εi(x) ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè xn. Ìû óâèäèì, ÷òî äî êàêîé-òî ñòåïåíè ãëîáàëüíûå ñèì-
ìåòðèè ìîæíî ïîíèìàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ëîêàëüíûõ äëÿ îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé
εi(x).

Ìû èçó÷àëè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà

�ϕ+m2ϕ = 0 .

Êàêèå åãî ñèììåòðèè ìû çíàåì? Ðåëÿòèâèñòñêèå: ãðóïïà Ïóàíêàðå. Ãðóïïà Ëîðåíöà
îïèñûâàåòñÿ ïñåâäîîðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

An
mA

k
lη

ml = ηnk .

Çàäà÷à10.1.Ýòî ãëîáàëüíàÿ èëè ëîêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ? Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïà-
ðàìåòðîâ ñèììåòðèè? = êàêîâà ðàçìåðíîñòü ãðóïï Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå?

Çàìå÷àíèå: õîòÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò xn, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ
êîíå÷íî. Ãðóïïà Ïóàíêàðå îïèñûâàåò ãëîáàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè.

Ïóñòü ïîëåé ϕA íåñêîëüêî: A = 1, 2, . . . N .
Çàäà÷à10.2.Êàêèå íîâûå ñèììåòðèè ïîÿâëÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå?
Ïåðåéäåì ê íîâîìó ïîëþ

ϕ′A(x) = AA
Bϕ

B(x) .

Áóäåò ýòî ñèììåòðèåé óðàâíåíèé

�ϕA +m2ϕA = 0 ? (10.1)

Îòâåò: êîíå÷íî äà, åñëè ìàòðèöà AA
B ïîñòîÿííà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕA(x) ðåøàëî

óðàâíåíèå (10.1), òî è ϕ′A(x) åãî ðåøàåò.
Çàäà÷à10.3.×òî ýòî çà ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé?
Îòâåò - ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö GL(N).
Ïóñòü ïîëÿ ϕA(x) êîìïëåêñíû, à äåéñòâèå èìååò âèä

S =

∫
d4x

(
∂nϕ̄A(x)∂mϕ

A(x)ηnm +m2ϕ̄A(x)ϕ
A(x)

)
.
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Êàêîâà ãðóïïà ñèììåòðèè ýòîãî äåéñòâèÿ? Î÷åâèäíî â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå

ĀA
BAA

C = δBC .

Ýòî ãðóïïà U(N).
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ãðóïïû âíóòðåííèõ ñèìåòðèé ïîëåé ñïèíà 1/2, îïèñûâàþùèõ-

ñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà. Ãðóïïà ñèììåòðèé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè SU(3)× SU(2)× U(1).
Óìåñòíî çàäàòü âîïðîñ à âñå ëè ýòî ñèììåòðèè ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé Äèðàêà è ÊÃÔ?

Îòâåò - íåò. Ãðóïïà Ïóàíêàðå è âíóòðåííèõ ñèììåòðèé òèïà U(N) ÿâëÿþòñÿ ëèøü èõ
íåáîëüøîé ÷àñòüþ. Ïîëíûå ñèììåòðèè ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûìè è íàçûâàþòñÿ ñèììåòðèÿìè âûñøèõ ñïèíîâ.

Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè ãëîáàëüíûå (êîíå÷íîìåðíûå) ñèììåòðèè. Íî ßíã è Ìèëëñ
âïåðâûå ñîîáðàçèëè, ÷òî ñèòóàöèÿ ñ ãëîáàëüíûìè ñèììåòðèÿìè êàêàÿ-òî ñòðàííàÿ. Ñ
îäíîé ñòîðîíû â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñèãíàëû íå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áûñòðåå
ñêîðîñòè ñâåòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíåíèå ãëîáàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè
îäèíàêîâî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. (Èëè äàæå áîëåå òîãî - ïðè âðàùåíèÿõ âñå-
ãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ýôôôåêò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì äàëüøå îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.) Êàê-òî ýòî ñòðàííî. Ïîýòîìó îíè ñêàçàëè, ÷òî íàñòîÿùèå ñèììåòðèè äîëæ-
íû áûòü òàêèìè, ÷òî èõ ïàðàìåòðû - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò AA

B(x). Ýòî
ïðèâåëî ßíãà è Ìèëëñà ê ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè, êîòîðàÿ íîñèò ñåãîäíÿ èõ èìÿ è î
êîòîðîé íà ïðîøëîé ëåêöèè âàì íà÷àë ðàññêàçûâàòü Íèêèòà.

Â ñëó÷àå ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà ïàðàìåòðû ñèììåòðèè εAB(x) íå íåñóò ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ âåêòîðíûõ èíäåêñîâ. Òàêèå ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè è, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðèåé Ôðîíñäàëà áåçìàññîâûõ ïîëåé, àññîöèèðóþòñÿ ñ êàëèáðîâî÷íûìè
ïîëÿìè ñïèíà s = 1. Â ñëó÷àå ñïèíà 2, ïàðàìåòð ñèììåòðèè íåñåò îäèí ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé èíäåêñ ϵn. Êàêèå æå êàëèáðîâî÷íûå ñèììåòðèè è ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò ýòîìó
ñëó÷àþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ - ýòî òåîðèÿ ãðà-
âèòàöèè Ýéíøòåéíà, à êàëèáðîâî÷íàÿ ñèììåòðèÿ âûðàæàåò ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè
Ýéíøòåéíà, òðåáóþùèé, ÷òîáû ôèçè÷åñêèå çàêîíû âûãëÿäåëè îäèíàêîâî â ëþáûõ êî-
îðäèíàòàõ. Ò.å. ñèììåòðèÿ ñïèíà 2 ñîñòîèò â òðåáîâàíèè èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
äèôôåîìîðôèçìîâ.

10.16 Äèôôåîìîðôèçìû

Äèôôåîìîðôèçìû îïèñûâàþò ãëàäêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê
äðóãîé

x′n = x′n(x)

òàêèå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ x′n(x) ãëàäêèå è îáðàòèìûå. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ
áëèçêè ê åäèíè÷íîìó

x′n(x) = xn(x) + εn(x) ,

εn(x) ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùèé îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èí-
ôèíèòåçèìàëüíûé ñäâèã. Ïîñêîëüêó εn(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé (ãëàäêîé) ôóíêöèåé
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êîîðäèíàò, äèôôåîìîðôèçìû òàêæå äàþò ïðèìåð ëîêàëüíîé ñèììåòðèè. Êàê ìû óâè-
äèì, êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé, îòâå÷àþùåé çà äèôôåîìîðôèçìû, ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîëåé. Íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî óæå çíàêîìîìó íàì çàêîíó

ϕ′(x′) = ϕ(x) . (10.2)

Ýòî "àêòèâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ", êîãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x ïåðåõîäèò â äðóãóþ òî÷êó
x′. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà íå ìåíÿåòñÿ, à èìååò ìåñòî ïåðåõîä ê äðóãèì êîîðäèíàòàì.

Ðàññìîòðèì èíôèíèòåçèìàëüíûé äèôôåîìîðôèçì

x′n = xn − εn(x) ←→ δxn = −εn(x) .

Ôîðìóëà (10.2) ïðèîáðåòàåò âèä

ϕ′(x− ε(x)) = ϕ(x) .

Ðàçëàãàÿ â ðÿä, ïîëó÷àåì

ϕ′(x)− ϕ(x) = εn(x)∂nϕ(x) +O(ε2) , ∂n :=
∂

∂xn
.

×ëåí εn(x)∂nϕ(x) íàçûâàåòñÿ òðàíñïîðòíûì. Îí îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïîëÿ ïðè ñäâèãå
â ñîñåäíþþ òî÷êó. Ýòîò ÷ëåí ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòàò ëîêàëèçàöèè ñäâèãà èç
ãðóïïû Ïóàíêàðå

xn → xn + an , an → an(x) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

∂

∂x′n
ϕ′(x′) =

∂xm

∂x′n
∂

∂xm
ϕ′(x′) =

∂xm

∂x′n
∂

∂xm
ϕ(x) . (10.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî ïåðåíîñà òî÷êè, çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ñîäåðæèò
åùå ïîäêðóòêó ìàòðèöåé ßêîáè

Jm
n :=

∂xm(x′)

∂x′n
.

Çàäà÷à10.4.Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû ßêîáè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé?
Äèôôåðåíöèàë, î÷åâèäíî, ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

dx′n(x) =
∂x′n(x)

∂xm
dxm (10.4)

Çàäà÷à10.5.Äîêàçàòü
Â ðåçóëüòàòå, îïåðàòîð dxn ∂

∂xn îêàçûâàåòñÿ ñêàëÿðîì, ò.å. äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ

dxn
∂

∂xn
ϕ(x)
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ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ñêàëÿð.
Ôîðìóëû (10.3) è (10.4) ïîäñêàçûâàþò êàê äîëæíû ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ êîâàðèàíò-

íûå òåíçîðû An1,...nk
è êîíòðàâàðèàíòíûå òåíçîðû An1,...nk

A′
n1,... ,nk

(x′) =
∂xm1

∂x′n1
. . .

∂xmk

∂x′nk
Am1,... ,mk

(x) ,

A′n1,... ,nk(x′) =
∂x′n1

∂xm1
. . .

∂x′nk

∂xmk
Am1,... ,mk(x) .

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñâåðòêà âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé
îïåðàöèåé, ò.å.

An(x)Bn(x)

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì.
Çàäà÷à10.6.Ïðîâåðèòü.
Íàéäåì èíôèíèòåçèìàëüíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà An

A′
n(x− ε(x)) =

(
δmn +

∂εm(x)

∂xn

)
Am(x)

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

δAn(x) =
∂εm(x)

∂xn
Am(x) + εm(x)∂mAn(x)

Çàäà÷à10.7.Ïðîâåðèòü
Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà ïîëó÷àåì

δAn(x) = −∂ε
n(x)

∂xm
Am + εm(x)∂mA

n(x) .

Çàäà÷à10.8.Ïðîâåðèòü
Âñå ýòî çàìå÷àòåëüíî, íî ÿâëÿåòñÿ ëè êîâàðèàíòíîé îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ?
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ∂nφ - âåêòîð, ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà êîâàðèàíòíà. Áóäåò ëè

òåíçîðîì ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà? Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

∂′nA
′
m =

∂xr

∂x′n
∂

∂xr

(
∂xp

∂x′m
Ap

)
=

∂xr

∂x′n
∂xp

∂x′m
∂rAp +

∂2xp

∂x′n∂x′m
Ap .

Çàäà÷à10.9.Ïðîâåðèòü
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí èìååò ïðàâèëüíûé âèä, à âòîðîé íåò. ×ëåí ∂2xp

∂xr∂x′mAp

íåêîâàðèàíòåí è ñ íèì ìîæíî áîðîòüñÿ êàê â òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé

DnAm(x) := ∂nAm(x)− Γr
nm(x)Ar(x) .

Ïîëÿ Γr
nm(x) íàçàâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ è èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü

â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèèè. ß ïðî ýòî ðàññêàçûâàòü íå áóäó (íà íàøåé ïðîãðàììå ýòè
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âîïðîñû ïîäðîáíî îñâåùàþòñÿ â êóðñå Çåëüíèêîâà). Âìåñòî ýòîãî ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü
òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Êàðòàíà, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà ïðîñòîå íàáëþäåíèå,
÷òî àíòèñèììåòðèçîâàííàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîðà

∂nAm − ∂mAn

ïðåîáðàçóåòñÿ êîâàðèàíòíî, íå òðåáóÿ ââåäåíèÿ ñâÿçíîñòè.
Çàäà÷à10.10.Ïðîâåðèòü
Â ñâÿçè ñ ýòèì õî÷ó ñäåëàòü äâà çàìå÷àíèÿ.
Âî-ïåðâûõ, ìû ýòî âûðàæåíèå óæå âèäåëè - íå òàê ëè? Ýòî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äâà-ôîðìîé, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì.
Âî-âòîðûõ, ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî âíèìàòåëüíûì íàäî áûòü ê "ìåëî-

÷àì" â ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêå è ìàòåìàòèêå â ÷àñòíîñòè. Èç ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ
êîâàðèàíòíîñòè àíòèñèììåòðèçîâàííîé êîìáèíàöèè ïðîèçâîäíîé âåêòîðà âûðàñòàåò
î÷åíü âàæíûé êóñîê äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ãîìîëîãèè è ìàòåìàòèêè â öåëîì.

10.17 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè íàçûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå êîâàðèàíò-
íûå òåíçîðû An1,... np

(x)
A...n...m...(x) = −A...m...n...(x) .

Ðàíã àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà p íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ôîðìû, à An1,... ,np
(x) íàçûâà-

åòñÿ p-ôîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî p-ôîðì îáîçíà÷àåòñÿ êàê Λp, à âñåõ ôîðì êàê Λ.
Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ïîñëåäóþùåé àíòèñèììåòðèçàöèåé íàçûâàåòñÿ

âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì d

dA −→ ∂[n1
An2...np+1]

.

Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé êî-
âàðèàíòíûé òåíçîð, âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ôîðì Λ, îòîá-
ðàæàÿ p-ôîðìû â p+ 1-ôîðìû

dΛp ⊂ Λp+1 .

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îáëàäàåò äâóìÿ âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè

• dd = 0

• Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðèàíòíî: ðåçóëüòàò âíåøíåãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ôîðìà.

Çàäà÷à10.11.Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ, ÷òî âñå ÷ëåíû ñ äâóìÿ ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùà-
þòñÿ êàê è â ñëó÷àå îäèí-ôîðì.

Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ íàøèìè çíàíèÿìè ïðî àëãåáðó Êëèôôîðäà è åå ïîäàë-
ãåáðó - àëãåáðó Ãðàññìàíà. Èìåííî, àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ìîæíî ïîíèìàòü êàê
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êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ãðàññìàíà ïîðîæäåííûõ "àíòèêîììó-
òèðóþùèìè êîîðäèíàòàìè"

θnθm = −θmθn ,

ò.å. ôîðìû ýòî ôóíêöèè àíòèêîììóòèðóþùèõ êîîðäèíàò θn è îáû÷íûõ êîîðäèíàò xn

ω(θ, x) =
dimM∑
p=0

θn1 . . . θnpωn1,...,np
(x) , n = 1, . . . dimM .

p-ôîðìû ýòî îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè p ïî θn. Íà òî, ÷òî â ω(θ, x) ñêëàäûâà-
þòñÿ ôîðìû ðàçíûõ ñòåïåðåé, ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óäîáíîå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå.
Ñî âðåìåíåì ìû ïîéìåì, íàäåþñü, ÷òî òàêîé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íàèáîëåå êîì-
ïàêòíûì, íî è íàèáîëåå àäåêâàòíûì ïî ñóùåñòâó.

Â ëèòåðàòóðå îáû÷íî âìåñòî θn èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå dxn, à àíòèêîììóòàòèâ-
íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ∧

dxn ∧ dxm = −dxm ∧ dxn .

Ïîñêîëüêó ýòè îáîçíà÷åíèÿ ãðîìîçäêè è ìîãóò ñáèâàòü ñ òîëêà - ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ θn, íå òðåáóþùèå ñèìâîëà ∧.

Ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Z2 ãðàäóèðîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé, ïîðîæ-
äàåìîé íå÷åòíûìè ïåðåìåííûìè (äèôôåðåíöèàëàìè) θn

ω(−θ, x) = (−1)πωω(θ, x) . (10.5)

Èíûìè ñëîâàìè ôîðìû (íå)÷åòíûõ ñòåïåíåé îáðàçóþò (íå)÷åòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Λ.
Ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì îáðàçóåò àëãåáðó ïî îòíîøåíèþ ê åñòå-

ñòâåííîìó ïðîèçâåäåíèþ. Ýòà àëãåáðà Z2 ãðàäóèðîâàíà. Ïðîèçâåäåíèå (íà îáû÷íîì
ÿçûêå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå) ôîðì îáëàäàåò ñâîéñòâîì (àíòè)êîììóòàòèâíîñòè

ω1(θ, x)ω2(θ, x) = (−1)πω1πω2ω2(θ, x)ω1(θ, x) .

Çàäà÷à10.12.Óáåäèòüñÿ
Â ýòèõ òåðìèíàõ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ïðèîáðåòàåò âèä

d := θn
∂

∂xn
, (10.6)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
∂

∂xn
(θm) = 0 .

Çàäà÷à10.13.Ïðîâåðèòü, ÷òî d2 = 0.
Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ôîðì.
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Çàäà÷à10.14.Ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî ãðàäóèðîâàííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà.

d(ω1ω2) = d(ω1)ω2 + (−1)πω1ω1dω2 .

Ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà - íà÷àëî áîëüøîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïóòè, ïî êîòîðîìó ìû ñåé÷àñ íåìíîãî ïðîäâèíèìñÿ, íà÷àâ ñ ïîíÿòèé
âåêòîðíîãî ïîëÿ, âíóòðåííåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðîèçâîäíîé Ëè.

Âåêòîðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà

V n(x)∂n ,

ò.å. êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð V n(x) çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå.
Îïåðàòîð âíóòðåííåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûé ëþáûì âåêòîðíûì ïîëåì

V n(x)

iV := V n(x)
∂

∂θn
, (10.7)

äåéñòâóåò íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ, ïîíèæàÿ èõ ñòåïåíü, ò.å.

iV (Λ
p) ⊂ Λp−1 .

Çàäà÷à10.15.Óáåäèòüñÿ
Ïðîèçâîäíàÿ ïî àíòèêîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì çàäàåòñÿ êëèôôîðäîâûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè

θnθm = −θmθn , ∂

∂θn
θm + θm

∂

∂θn
= δmn ,

∂

∂θn
∂

∂θm
+

∂

∂θm
∂

∂θn
= 0 .

Â ýòèõ òåðìèíàõ
∂

∂θn
(ω) :=

∂

∂θn
ω − (−1)πωω

∂

∂θn

Çàäà÷à10.16.Óáåäèòüñÿ
Èç (10.7) ñëåäóåò, ÷òî

i2V = 0 .

Çàäà÷à10.17.Äîêàçàòü
Êàê è âíåøíèé äèôôåðåíöèàë, âíóòðåííåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Çàäà÷à10.18.Ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî ãðàäóèðîâàííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà.

iV (ω1ω2) = iV (ω1)ω2 + (−1)πω1ω1iV ω2 .

Ïóñòü äàíû äâà îïåðàòîðà d è ∂, òàêèå ÷òî

d2 = ∂2 = 0 .

Òîãäà îïåðàòîð
∆ := {d , ∂}
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êîììóòèðóåò ñ êàæäûì èç íèõ

d∆ = ∆d , ∂∆ = ∆∂ . (10.8)

Çàäà÷à10.19.Óáåäèòüñÿ
Â ñëåäñòâèå îáùèõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðîâàíèé, îáñóæäàâøèõñÿ â ëåêöèè 4, åñëè

d è ∂ áûëè íå÷åòíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè òîé èëè èíîé àëãåáðû, òî ∆ áóäåò åå
÷åòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Çàäà÷à10.20.Óáåäèòüñÿ
Áóäó÷è ñîâñåì ïðîñòûì, ñâîéñòâî (10.8) ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî è èìååò ìíîæåñòâî ïðè-

ìåíåíèé. Ñ åãî ïîìîùüþ ìû äîêàæåì â îäíó ñòðî÷êó âàæíåéøåå ñâîéñòâî êîâàðèàíò-
íîñòè âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà, ëåæàùåå â îñíîâå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V îïðåäåëÿåòñÿ êàê

LV := diV + iV d .

Êàê ìû óâèäèì, LV îïðåäåëÿåò äåéñòâèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà
âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V n, ïîíèìàåìîãî êàê èíôèíèòåçèìàëüíûé ïàðàìåòð εn. Â ñèëó
ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, LV ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì

[LV , ω1ω2] = [LV , ω1]ω2 + ω1[LV , ω2] .

è êîììóòèðóåò ñ âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì

LV d = dLV . (10.9)

Ïîñëåäíèé ôàêò èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí, òàê êàê îí îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíèé äèôôå-
ðåíöèàë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ: ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà è èíôèíèòåçèìàëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà äåéñòâèé.
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Ëåêöèÿ 11.

2 êóðñ. Îñåííèé ñåìåñòð, 5 äåêàáðÿ 2019.

11.18 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Íà÷íó ñ íàïîìèíàíèÿ. Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèëè ôîðìû êàê ôóíêöèè àíòè-
êîììóòèðóþùèõ êîîðäèíàò θn è îáû÷íûõ êîîðäèíàò xn

ω(θ, x) =
dimM∑
p=0

θn1 . . . θnpωn1,...,np
(x) , n = 1, . . . dimM ,

îïðåäåëèëè ïðîèçâîäíûå ïî àíòèêîììóòèðóþùèì êîîðäèíàòàì êàê êëèôôîðäîâû îá-
ðàçóþùèå, ïîä÷èíåííûå ñîîòíîøåíèÿì

∂

∂θn
θm + θm

∂

∂θn
= δmn ,

∂

∂θn
∂

∂θm
+

∂

∂θm
∂

∂θn
= 0 , (11.1)

ââåëè âíåøíèé äèôôåðåíöèàë

d := θn
∂

∂xn
,

âíóòðåííåå äèôôåðåíöèðîâàíèå

iV := V n(x)
∂

∂θn

è ïðîèçâîäíóþ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V

LV := diV + iV d .

Óáåäèëèñü, ÷òî d2 = 0 è, êàê ñëåäñòâèå,

LV d = dLV .

Áûëî àíîíñèðîâàíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè ïîðîæäàåò èíôèíèòåçèìàëüíûå äèôôåîìîð-
ôèçìû. Äàâàéòå â ýòîì óáåäèìñÿ. Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà äàåò

LV = θn
∂

∂xn
V m(x)

∂

∂θm
+ V m(x)

∂

∂θm
θn

∂

∂xn
.

Ïðîòàñêèâàÿ ïðîèçâîäíûå íàïðàâî è ó÷èòûâàÿ àíòèêîììóòàòèâíîñòü θn (ò.å. (11.1))
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ÷ëåíû ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùàþòñÿ è, â ðåçóëüòàòå,

LV = θn
∂V m(x)

∂xn
∂

∂θm
+ V n(x)

∂

∂xn
. (11.2)

Åñëè LV äåéñòâóåò íà θ-íåçàâèñèìóþ íîëü-ôîðìó (ò.å., íà ñêàëÿð) ϕ(x), òî

LV ϕ(x) = V n(x)
∂

∂xn
ϕ(x) .
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Ýòî çíàêîìûé íàì òðàíñïîðòíûé ÷ëåí.
Ïóñòü ω = θnAn - îäèí-ôîðìà. Òîãäà

LV ω = θn
∂V m(x)

∂xn
Am + θmV n(x)

∂

∂xn
Am(x) ,

×òî êàê ðàç âîñïðîèçâîäèò äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì ïàðà-
ìåòðîì V n(x) íà îäèí-ôîðìó

LVAn(x) =
∂V m(x)

∂xn
Am(x) + V m(x)

∂An(x)

∂xm
.

Â ñëó÷àå p-ôîðìû ϕn1,... np
(x) ïîäêðóòêà ìàòðèöåé ∂V m(x)

∂xn áóäåò äåéñòâîâàòü íà êàæ-
äûé èç èíäåêñîâ ni (ñóììà ÷ëåíîâ) â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî LV ïîðîæäàåò èíôèíèòåçèìàëüíûé äèôôåîìîðôèçì âäîëü
V n. Îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîð-
ôèçìîâ. Èìåííî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò îáóñëàâëè-
âàåò öåííîñòü ôîðìàëèçìà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äèôôåîìîðôèçìîâ äàåò äèôôåîìîðôèçì,
äèôôåîìîðôèçìû íà ìíîãîîáðàçèèM îáðàçóþò ãðóïïó Diff(M). Ñîîòâåòñòâåííî, èí-
ôèíèòåçèìàëüíûå äèôôåîìîðôèçìû ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè diff(M). Ôîðìóëà (11.2)
ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè àëãåáðó Ëè äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ëåã÷å âñåãî ýòî ñäåëàòü íà ñêàëÿðíîì ïîëå ñâîáîäíûì îò çàâèñèìîñòè îò θn. Ýëå-
ìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå äàåò

[LV1 ,LV2 ] = LV1,2 , (11.3)

ãäå âåêòîðíîå ïîëå V n
1,2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðíûå ïîëÿ V

n
1 è V n

2 ñîîòíîøåíèåì

V n
1,2(x) = V m

1 (x)
∂V n

2 (x)

∂xm
− V m

2 (x)
∂V n

1 (x)

∂xm
(11.4)

Çàäà÷à11.1.Óáåäèòüñÿ.
Ïðè äåéñòâèè íà ïðîèçâîëüíûå ôîðìû ôîðìóëà (11.3) òàêæå ïðèìåíèìà ñ òåì æå

V n
1,2.
Çàäà÷à11.2.Äîêàçàòü.
Ôîðìóëû (11.3), (11.4) íîñÿò ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð, îïðåäåëÿÿ àëãåáðó Ëè

äèôôåîìîðôèçìîâ diff(M), ãäå M - ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóþò äèôôåî-
ìîðôèçìû.) Ýòà àëãåáðà áåñêîíå÷íîìåðíà, òàê êàê åå ïàðàìåòðû (âåêòîðíûå ïîëÿ)
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû
îïèñûâàþò ëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ, êîãäà ðå÷ü èäåò î ãðàâèòàöèè. Î÷åâèäíî, àëãåáðà
diff(M) íåàáåëåâà.

Îïèñûâàÿ âñåâîçìîæíûå äèôôåîìîðôèçìû, àëãåáðà äèôôåîìîðôèçìîâ îïèñûâàåò
è êîíêðåòíûå àëãåáðû äèôôåîìîðôèçìîâ êàê ïîäàëãåáðû.

Çàäà÷à11.3.Êàê íàäî âûáðàòü ïàðàìåòðû V n(x), ÷òîáû îíè îïèñûâàëè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èç àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå?

εn(x) = εnmxm + an , εnm = −εmn .
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Çàäà÷à11.4.Ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåîìîðôèçìû äåéñòâèòåëüíî ïðà-
âèëüíî âîñïðîèçâîäÿò ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû Ïóàíêàðå è àëãåáðó Ëè ãðóïïû Ïó-
àíêàðå.

11.19 Êîãîìîëîãèè

Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôîðì Λ(M) íà ìíîãîîáðàçèèM ìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâà
çàìêíóòûõ ôîðì C(M)

ω ∈ C(M) : dω = 0 (11.5)

è òî÷íûõ ôîðì E(M)
ω ∈ E(M) : ω = dχ . (11.6)

Î÷åâèäíî,
E(M) ⊂ C(M) .

Çàäà÷à11.5.Ïî÷åìó?
Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî êîãîìîëîãèé

H(M) := C(M)/E(M) . (11.7)

Êîãäà ðå÷ü èäåò î ôîðìàõ îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè p ðàññìàòðèâàþò ïðîñòðàíñòâà
Cp(M), Ep(M) è Hp(M) = Cp(M)/Ep(M).

Ïðîñòðàíñòâî Ep(M) î÷åâèäíî áåñêîíå÷íîìåðíî: ýòî áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ôîðì χ â (11.6) (îòôàêòîðèçîâàííîå ïî çàìêíóòûì). Ïðîñòðàíñòâî Cp(M) åùå
áîëüøå. À âîò ïðîñòðàíñòâî êîãîìîëîãèé îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì è íåñåò
ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèè M .

Ðàçìåðíîñòü Hp(M) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâ Áåòòè.

dimHp = βp .

Çàäà÷à11.6.×òî õàðàêòåðèçóåò β0?
Ïîëèíîì Ïóàíêàðå

PM(z) =
∞∑
n=0

βn(M)zn

n-ìåðíûé òîð T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

:

PTn(z) = (1 + z)n

n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn

PSn(z) = 1 + zn

Çàäà÷à11.7.Ïîñ÷èòàòü êîãîìîëîãèè îêðóæíîñòè S1.
Âàæíîñòü òîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàêòà, ÷òî H1(S1) ̸= 0, â ôèçèêå èëëþñòðèðóåòñÿ

ýôôåêòîì Ààðîíîâà-Áîìà, êàê ìû îáñóäèì, êîãäà áóäåì ãîâîðèòü î êàëèáðîâî÷íûõ
ïîëÿõ.
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11.20 Èíòåãðàë, òåîðåìà Ñòîêñà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

p-Ôîðìû èíòåãðèðóþòñÿ ïî p-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì. Èíòåãðàë∫
Σp

ω =

∫
ddxϵn1...ndωn1...nd

îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà êîîðäèíàò. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ÿêîáèàí çàìåíû
êîîðäèíàò ñîêðàùàåòñÿ ñ ÿêîáèàíîì, ïðèõîäÿùèì èç ïîäêðóòêè èíäåêñîâ ôîðìû çà
ñ÷åò èíäåêñîâ ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû. Ïîýòîìó èìåííî èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà êîîðäèíàò, èìååò èíâàðèàíòíûé ñìûñë.

Çàäà÷à11.8.Óáåäèòüñÿ
Òåîðåìà Ñòîêñà óòâåðæäàåò, ÷òî∫

M

dω =

∫
∂M

ω ,

ãäå ∂M îáîçíà÷àåò ãðàíèöó ìíîãîîáðàçèÿ M .
Ïóñòü Σ - çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ò.å. ∂Σ = 0. Òîãäà èíòåãðàë

∫
Σp ω ðàâåí íóëþ,

åñëè ω-òî÷íàÿ ôîðìà. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, åñëè ω-çàìêíóòàÿ ôîðìà?
Çàäà÷à11.9.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ω-çàìêíóòàÿ ôîðìà, òî

∫
Σp ω íå çàâèñèò îò ëîêàëü-

íûõ âàðèàöèé (íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèé) ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ãäå ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ? Ýòî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

Ðàâåíñòâî ∫
d3xq(t1,

−→x ) =
∫
d3xq(t2,

−→x )

ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ çàìêíóòîé òðè-ôîðìû ïî òðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè.

Äàâàéòå ðàçáåðåì êàê ýòî ïðîèñõîäèò â òåîðèè ïîëÿ íà ïðèìåðå êîìïëåêñíîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ (d− 1)-ôîðìó

J := ϵn1...ndθn2
. . . θnd

(
ϕ̄∂n1

ϕ− ∂n1
(ϕ̄)ϕ

)
(11.8)

Çàäà÷à11.10.Äîêàçàòü, ÷òî dJ = 0, åñëè ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊÃÔ ñ ïðî-
èçâîëüíîé ìàññîé. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì (d − 1)-ôîðìà ñîõðàíÿþùèéñÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûé òîê ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, à èíòåãðàë

Q =

∫
Σd−1

J (11.9)

îïèñûâàåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðûé íå çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ
âàðèàöèé Σ.

Åñëè ïîëÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè, èíòå-
ãðàë îò J ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, çàìûêàþùåé äâå òðåõìåðíûå ïîâåðõíîñòè ïðè
t = t1 è t = t2 â öèëèíäð íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî
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â ðåëÿòèâèçìå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîëÿ óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, ñîâåðøåííî åñòå-
ñòâåííî, òàê êàê åñëè èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ áûëà êîãäà-òî ëîêàëèçîâàíà â êàêîé-òî
êîìïàêòíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, òî îíà è âñåãäà áóäåò îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì â
ñèëó êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëîâ.

Ïîä÷åðêíó, ÷òî çà ñ÷åò ïåðåôîðìóëèðîâêè â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ìû
äîêàçàëè ãîðàçäî áîëåå îáùèé ôàêò, ÷åì íåçàâèñèìîñòü çàðÿäà îò âðåìåíè - çàðÿä íå
çàâèñèò îò ëþáûõ âàðèàöèé ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íîãî
ÿçûêà ýòîò ôàêò ñîâåðøåííî íå âèäåí.

Èçâåñòíûé ôàêò, âûðàæàåìûé òåîðåìîé Íåòåð, ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ ñèììåòðèÿìè. Òàê çàðÿä (11.8) ñâÿçàí ñ ôàçîâîé ñèììåòðèåé
ϕ → exp[iφ]ϕ îòâåòñòâåííîé çà ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, êàê âàì ðàññêàçû-
âàë Íèêèòà.

À ìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì ïîñòðîèòü äðóãèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ? Îòâåò äà. Â ÷àñò-
íîñòè, çàìêíóòû ñëåäóþùèå (d− 1)-ôîðìû

J(F ) := ϵn1...ndθn2
. . . θnd

(
ϕ̄∂n1

F (∂)ϕ− ∂n1
(ϕ̄)F (∂)ϕ

)
, (11.10)

ãäå F (∂) ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ïðîèçâîäíûõ. Ïåðâûé èç ýòèõ òîêîâ ñ F (∂) = ∂n

îïèñûâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Pm := ϵn1...ndθn2
. . . θnd

(
ϕ̄∂n1

∂mϕ− ∂n1
(ϕ̄)∂mϕ

)
. (11.11)

Ñòàðøèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñ F (∂) áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé îòâå÷àþò ñèììåòðèÿì
âûñøèõ ñïèíîâ, çà êîòîðûå îòâå÷àþò ïîëÿ Ôðîíñäàëà.

44



Ëåêöèÿ 12.

2 êóðñ. Îñåííèé ñåìåñòð, 12 äåêàáðÿ 2019.

12.21 Ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

12.21.1 Àáåëåâ ñëó÷àé - ýëåêòðîäèíàìèêà

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëîì An è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Fnm = ∂nAm − ∂mAn .

o(3) - êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû Fnm îòîæäåñòâëÿþòñÿ c ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì
ïîëÿìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à12.1.Êàê?
Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ òîëüêî ýëåê-

òðîìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòüþ. Â êâàíòîâîé, â îñíîâíûå óðàâíåíèÿ âíîäèò âåêòîð-
ïîòåíöèàë. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óâàæàåòñÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü

δAn(x) = ∂nφ(x)

Èíòåðïðåòàöèÿ â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì î÷åâèäíà. Âåêòîð-ïîòåíöèàë
ÿâëÿåòñÿ îäèí-ôîðìîé

A = dxnAn .

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ åãî äèôôåðåíöèàëîì

F := dA , (12.1)

à êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü èìååò âèä

δA = dφ .

Î÷åâèäíî, δF = 0.
Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, íàïðÿæåííîñòü óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Áèàíêè

dF = 0 .

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðâîé ïàðîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (ïàðîé, ïîñêîëüêó îíè
ñîäåðæàò äâà óðàâíåíèÿ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå).

Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååò âèä

dF ∗ = J∗ ,

ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè Õîäæà

F ∗
nm :=

1

2
ϵnm

prFpr ,
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à J∗ - çàìêíóòàÿ òðè ôîðìà òîêà
dJ∗ = 0 ,

Õîäæ-äóàëüíàÿ îáû÷íîìó òîêó Jn(x), óäîâëåòâîðÿþùåìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

∂nJ
n(x) = 0 .

Çàäà÷à12.2.Â ÷åì ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ?
Âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíäåêñû â ïðåîáðàçîâàíèè Õîäæà îïóñêà-

þòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, êîòîðûé, òåì ñàìûì, ÿâíî âõîäèò â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Ïðî ýòî íàäî ïîìíèòü â ÷àñòíîñòè ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò.

Çàìå÷ó, ÷òî J ýòî òå ñàìûå ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè, êîòîðûå ìû ïîñòðîèëè èç ñêàëÿð-
íûõ ïîëåé. Àíàëîãè÷íî, ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû èç äðóãèõ ñâîáîä-
íûõ ïîëåé - íàïðèìåð, ïîëÿ Äèðàêà, ò.å. ýëåêòðîíà.

Ïîñêîëüêó F çàìêíóòàÿ ôîðìà - ëþáàÿ ôóíêöèÿ (ïîëèíîì) F (íî íå F ∗) â ðàìêàõ
âíåøíåé àëãåáðû,

Φ(F (θ, x))

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ôîðìîé. Ïîýòîìó èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòÿì Σ íå çàâèñÿò îò âà-
ðèàöèé ïîâåðõíîñòè ∫

Σ

Φ(F (θ, x)) .

Ìû èñïîëüçóåì óäîáíóþ è ìàòåìàòè÷åñêè ìîòèâèðîâàííóþ êîíâåíöèþ, ÷òî èíòå-
ãðàë îò p-ôîðìû ïî q-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè p = q.

Ýòè èíòåãðàëû òàêæå íå çàâèñÿò îò âàðèàöèé âåêòîð-ïîòåíöèàëà A.
Çàäà÷à12.3.Äîêàçàòü.
Òåì ñàìûì îíè õàðàêòåðèçóþò íå ñòîëüêî ïîëå, ñêîëüêî ìíîãîîáðàçèÿ, ïî êîòîðûì

èíòåãðèðóåòñÿ, çàäàâàÿ èõ òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íàçûâàåìûå êëàññàìè ×åð-
íà (ïðè îáîáùåíèè íà íåàáåëåâ ñëó÷àé, êîòîðûé ìû åùå îáñóäèì).

Íàêîíåö, ïóñòü F = 0. Ñâÿçíîñòü A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåò-
ñÿ ïëîñêîé. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêàÿ àáåëåâà ñâÿçíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé. Ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè îíà íå ñâîäèòñÿ ê ÷èñòîé
êàëèáðîâêå, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî íåòðèâèàëüíûõ ïëîñ-
êèõ àáåëåâûõ ñâÿçíîñòåé ñîâïàäàåò ñ H1(M).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêèé è áåñêî-
íå÷íî äëèííûé ñîëåíîèä, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê, ñîçäàþùèé ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè
ñîëåíîèäà. Âíå ñîëåíîèäà â ýòîì ñëó÷àå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò. Íî èç óðàâíåíèÿ
(11.12) è òåîðåìû Ñòîêñà ñëåäóåò, ÷òî

∫
S1
A =

∫
Σ2 H ≠ 0 ãäå Σ2 ÷àñòü ïëîñêîñòè îðòîãî-

íàëüíîé ñîëåíîèäó, îêðóæåííàÿ îêðóæíîñòüþ S1. Íåíóëåâîé âêëàä ïðèíîñèòñÿ êàê ðàç
êîãîìîëîãèåé H1 íà ïëîñêîñòè ñ âûêîëîòîé òî÷êîé, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà êîãîìîëîãèè
H1(S1).

Ýôôåêò Ààðîíîâà-Áîìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ âñå ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå âíå
ýêðàíèðîâàííîãî ñîëåíîèäà, â êëàññèêå åãî íå ÷óâñòâóþò, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòî
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íå òàê, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñîäåðæèò ñàì ïîòåíöèàë (õîòÿ è íå íàðóøà-
åò êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü). Ýòî ÿâëåíèå äàåò ïðèìåð ôèçè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèé
êîãîìîëîãèé.

12.21.2 Íåàáåëåâû ïîëÿ

Íàïîìíþ, ÷òî ïîëå ßíãà-Ìèëëñà ýòî îäèí-ôîðìà An
i ñî çíà÷åíèÿìè â ïðèñîåäèíåííîì

ïðåäñòàâëåíèè íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè g. Èíûìè ñëîâàìè

A(x) = θnAn
i(x)ei , [ei , ej] = fk

ijek .

Ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ßíãà-Ìèëëñà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â òîì èëè
èíîì ïðåäñòàâëåíèè T àëãåáðû g

AA
B(x) = θnAn(x)

iTi
A
B , [Ti , Tj] = fk

ijTk .

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì g-ìîäóëå èìååò âèä

DΦA(x) = dΦA(x)− AA
B(x)Φ

B(x) .

Äâà-ôîðìó êðèâèçíû ìû îïðåäåëèì ôîðìóëîé

Fnm :=
1

2
(∂nAm − ∂mAn − [An , Am]) , (12.2)

ãäå ñêîáêè [] îáîçíà÷àþò êàê îáû÷íî ëèåâñêîå ïðîèçâåäåíèå. Â òåðìèíàõ âíåøíåé àë-
ãåáðû ýòî âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

F (x) = dA(x)− A(x)A(x) , (12.3)

ãäå, èñïîëüçóÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îäèí-ôîðì àíòèñèììåòðè÷íî, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

AA :=
1

2
[A ,A]

Çàäà÷à12.4.Óáåäèòüñÿ, ÷òî àíòèñèììåòðèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîðîæäàåò êîì-
ìóòàòîð ìàòðèö An

A
B.

Çàäà÷à12.5.Óáåäèòñÿ, ÷òî
DD = F (12.4)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
DDΦA(x) = FA

B(x)Φ
B(x) .

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî äëÿ A = 0, D = d è d2 = 0.
Çàêîíû êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò âèä

δA(x) = dϵ(x)− [A(x) , ϵ(x)] , (12.5)
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ãäå êàëèáðîâî÷íûé ïàðàìåòð ϵ(x) - íîëü-ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â g, ò.å. εi èëè εAB :=
εiTi

A
B.

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèé A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δA = Dε , Dε := dε− [A , ε] . (12.6)

Çàäà÷à12.6.Óáåäèòñÿ, ÷òî
δF = −[F , ε] .

Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòü óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Áüÿíêè

DF := dF − [A ,F ] = 0

Çàäà÷à12.7.Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ (11.15).
Ñåãîäíÿ ÿ íå áóäó ðàññêàçûâàòü âñå îñòàëüíûå ïîäðîáíîñòè òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà.

Ñ ýòîãî íà÷íóòñÿ ëåêöèè â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå óæå â ÔÈÀÍå. ×òîáû îñòàâèòü âðåìÿ
äëÿ çà÷åòà, îãðàíè÷óñü ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì. Ôîðìàëèçì ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà - ýòî
ôîðìàëèçì ñâÿçíîñòåé. Ñ íåêîòîðûìè âàðèàöèÿìè, êàñàþùèìèñÿ ôîðìû äåéñòâèÿ è
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îí ïðèìåíèì ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò
êàëèáðîâî÷íûå ñèììåòðèè. Ê íèì îòíîñèòñÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè ïî Êàðòàíó è òåîðèÿ
êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íîé àëãåá-
ðû ìîæíî âçÿòü àëãåáðó Ïóàíêàðå, à âî âòîðîì - àëãåáðó âûñøèõ ñïèíîâ. Ïîäðîáíîñòè
- â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå.
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